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1. Conceitos basicos

Os elementos essenciais de circuitos de corrente alternada (c.a.) sdo os Geradores de c.a. e elementos
passivos e lineares que sao uma combinagdo de Resistores, Capacitores ou Indutores em série ou em
paralelo. Alguns circuitos poderdo ter ainda transformadores, mas excluiremos os casos em que 0sS
transformadores exibam histerese ou saturacdo, ja que esses seriam elementos ndo lineares; igualmente
excluiremos outros elementos como diodos (que sdo ndo-lineares) e amplificadores a transistores (que nao
s30 passivos).

A Figura 1.1 mostra dois circuitos de corrente alternada simples. O da Figura 1.1(a) € um circuito de
uma malha, o da Figura 1.1(b) € de duas malhas.
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Figura 1.1. Exemplos de circuitos de corrente alternada. Z), Z, e Z; indicam elementos como resistores,
capacitores ou indutores.
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Um Gerador de c.a. gera uma voltagem senoidal €(f) que em geral ¢ caracterizada pela frequéncia
angular o, a amplitude €, (também chamada valor pico ou de crista) e a fase inicial ¢o:

&(t) = gy cos(w? + ¢p). [1.1]

Para que a amplitude e a fase sejam univocamente definidas, impomos que a amplitude seja positiva e
que a fase esteja entre -7 e TT.

Exercicio 1.1: Escreva as fungdes abaixo na forma da eq. 1 com g positivo e -1 < ¢ < 7t
1. &) =-100V cos(wt) [Resposta: 100V cos(wt + m)]
2. &() =10V sin(wr) [Resposta: 10V cos(wt - /2)]

Muitos osciloscopios modernos possuem recursos para medir automaticamente a amplitude pico-a-
pico €,, = 2&, e o periodo T = 2n/w ou a frequéncia /= 1/T. Outros instrumentos, como voltimetros de c.a.

e multimetros, medem o valor eficaz €,, = €/ V2. Assim, por exemplo, 110 Volts eficazes correspondem
a uma amplitude de 155.6 V e uma amplitude pico-a-pico de 311 V. O aluno pode medir a voltagem de
linha com um multimetro. A maioria dos osciloscopios medem voltagens até 80 V. Para medir voltagens
maiores que 80 V se utilizam pontas de prova atenuadoras, mas mesmo com uma ponta atenuadora o/a

aluno/a nunca deve intentar medir a voltagem de linha com um osciloscopio (leia antes a segdo 1.1
sobre a linha de alimentagao).
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1.1  Alinha de alimentacéo

Antes de fazer experimentos é importante que o/a aluno/a tenha conhecimentos basicos do que ha por
trds de uma tomada de alimentagdo elétrica. Vou discutir aqui a linha de alimentagao dos laboratérios de
ensino do Instituto de Fisica da Unicamp, que ¢ uma linha de 127 V. O professor de outra regido deve
adaptar esta discussdo para o caso da sua sala de aula.

A energia elétrica ¢ produzida em alguma usina hidroelétrica, nuclear o de outro tipo, geralmente
muito remota. A energia ¢ transportada através de linhas de transmissao de muito alta voltagem (centenas
de quilovolts, pudendo chegar até megavolts). A razao disto é obvia: a perda nos cabos ¢ proporcional ao
quadrado da corrente e a resisténcia do cabo e, para uma dada poténcia de consumo, diminuir a corrente
significa aumentar a voltagem. Estas linhas terminam em alguma estagao distribuidora, onde a voltagem ¢
reduzida para algo entorno de algumas dezenas de quilovolts e alimenta redes locais, do tamanho de uma
cidade. Subestagdes distribuidoras reduzem a voltagem ainda mais (3 a 11 kV) e alimentam redes
menores, do tamanho de bairros ou de um campus universitario. Transformadores espalhados no bairro
reduzem a alta voltagem para alimentar com a tensdo de linha (entre 110 e 220 V eficazes) prédios
individuais ou um conjunto de poucas casas. Destes transformadores saem geralmente dois ou trés fios
“vivos” e um fio de retorno ou “neutro” que € geralmente aterrado perto do transformador.

“Aterrado” significa exatamente isto: o fio neutro ¢ ligado a uma langa condutora que esta enterrada a
alguns metros de profundidade na terra, onde a condutividade ¢ alta. Os fios “vivos” sdo também
chamados “fases”. Em alguns casos (Estados Unidos, por exemplo) ha duas fases de 110 V eficazes e a
diferenca de potencial entre elas ¢ de 220 V. Assim, uma casa pode ter 110 V para as tomadas e 220 V
para alguns eletrodomésticos que consomem muito, tais como chuveiro elétrico, fogdo elétrico, lavadoras,
etc. (lembre sempre que a corrente deve ser baixa, menor que 40 A; caso contrario havera que instalar fios
mais grossos). Em outros casos (Campinas, por exemplo) hd duas ou trés fases de 127 V, com uma
diferenga de fase entre elas de 120°. A diferenca de potencial entre dois fios vivos quaisquer ¢ novamente
220 V.

Na Europa ¢ alguns paises latino-americanos (Argentina, por exemplo) o vivo é de 220 V ¢ a
diferenga entre dois vivos (que estdo defasados em 120°) é de 381 V. Isto barateia o custo das instala¢des
das redes elétricas, pois os fios sdo mais finos do que em paises com linhas de 110 V, mas encarece as
instalagdes dentro das casas pois € necessario um melhor isolamento e mais cuidados com a seguranca.
Outra diferenca ¢ que a frequéncia de linha nos paises com 220 V ¢ de 50 Hz e nos paises com 110 V é de
60 Hz.

No Brasil a voltagem de linha depende da cidade e até da casa! Por exemplo, em Brasilia uma casa
pode estar ligada em 220 V e outra em 110 V (independentemente da ideologia politica do proprietario,
ndo tem logica mesmo!). Em Campinas é 127 V/ 60 Hz. Note que a voltagem pico-a-pico de uma linha de
127 Véde359 V.

Nas viagens ¢ bom perguntar qual € a tensdo de linha local antes de ligar o seu secador de cabelos ou
o barbeador elétrico. E antes de comprar um aparelho motorizado na Europa, verifique se este ndo tem um
motor sincrono, que funciona em sincronismo com a frequéncia da linha (50 Hz na Europa, mas 60 Hz no
Brasil).

Nos laboratorios existe outra langa aterrada, bem perto do prédio, ligada a um fio chamado “terra” ou
“terra de seguranga”. A voltagem do “neutro” em relagdo ao “terra” depende da corrente (ou seja, do
consumo) e da resisténcia do fio neutro até o ponto onde ele esta aterrado, e ndo deve ser maior que uns 5
a 10 V (mesmo assim, o fio neutro ndo deve ser tocado!). Normalmente nao passa corrente pelo fio terra.
Na tomada do laboratério temos entdo (Figura 1.2) um vivo, um neutro ¢ um terra. O gabinete metalico de
todo instrumento, eletrodoméstico ou computador deve estar conectado a terra, de modo que possa ser
tocado com seguranca.
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Prédio de laboratérios 4 N
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Figura 1.2. Esquema da linha de alimentagdo elétrica do laboratorio. Varias tomadas sdo alimentadas por
cada fase. No detalhe, uma tomada com ponto de terra. Uma convengao ¢ que o neutro deve ficar a direita do
vivo e a terra embaixo. Outra convengdo ¢ que o fio vivo deve ser preto (cor da morte) o neutro branco ¢ a
terra verde. (Estas convengdes ndo sdo muito respeitadas no Brasil).

Alguns instrumentos (como voltimetros, eletrometros e alguns tipos de fontes) podem ter entrada ou
saida flutuante, que significa que nenhum dos contatos de entrada ou saida esta ligado a terra. Este ndo é o
caso dos osciloscopios, que sempre medem em relacdo a terra; por isso, nunca ligue a entrada do
osciloscopio a linha (vocé podera estar ligando o terra do osciloscopio ao vivo ou ao neutro, mas VOCE
sabera se ligou ao vivo s6 depois de ouvir a explosao!).

Se ndo suporta a curiosidade e quiser mesmo ver a forma de onda da linha, faga o seguinte na
presenca do professor: utilize uma ponta de prova atenuadora de pelo menos 10x (verifique que a
impedancia da ponta de prova ¢ alta, maior que 1 MQ) e néo ligue o terra da ponta de prova (geralmente
um conector tipo jacaré) a nenhum dos pontos da tomada. Assim pelo menos vocé podera medir as
voltagens (em relagdo ao terra do osciloscopio) de cada ponto da tomada e descobrir qual € o vivo e qual
0 neutro.

Se quiser medir a diferenga de potencial entre vivo e neutro, vocé deve utilizar um osciloscopio de
dois canais e subtrair os sinais no osciloscopio. Faga o seguinte ha presenga do professor: utilize um
osciloscopio de pelo menos dois canais que tenha modo de soma (ADD) e de inversdo (INVERT); utilize
também duas pontas de prova (ndo ligue as terras das pontas), uma em cada canal do osciloscopio; ligue
uma ponta (CH1) no vivo e a outra (CH2) no neutro, e faga a subtracdo no osciloscopio (ou seja, CH1—
CH2. Se nao entendeu ¢é porque ainda ndo deve intenta-lo).

Note que sempre que for medir voltagens de linha devera utilizar pontas de prova atenuadoras para
que a senoide caiba na tela do osciloscopio (onde geralmente cabem 80 volts). Se a tensdo eficaz ¢ de 127
V, a voltagem pico-a-pico € 359.2 Volts!

1.2 Voltagem e corrente reais

Nos circuitos de c.a. alimentados por um unico gerador ideal as correntes reais que passam pelos
diferentes elementos sdo senoidais. A corrente real i(f) que passa por um dado elemento de um circuito
esta relacionada com a diferenga de potencial (ou voltagem) nesse elemento v(¢). Tanto () como v(¢) sdo
fungdes do tempo com a mesma forma que a eq. 1.1, cada um com sua amplitude ¢ fase, mas com a
mesma frequéncia. Sem perda de generalidade podemos escolher a origem dos tempos de modo que a
fase inicial da corrente seja nula:
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i(¢) = I cos(wt) [1.2]
v(t) = Vy cos(of + ¢), [1.3]

onde ¢ ¢ a diferenca de fase entre a voltagem e a corrente.

Note que a fase de uma sendide sozinha ndo tem muito sentido fisico. E sempre possivel escolher a
origem dos tempos de modo de fazer ela zero. Por outro lado, a diferenca de fase entre duas sendides nao
depende dessa escolha. A Figura 1.3 mostra duas senoides na tela de um osciloscopio para ilustrar como
se mede a diferenca de fase. A corrente pode ser medida com osciloscdpio medindo a voltagem sobre
qualquer resistor do circuito, que & proporcional a corrente. Cuidado, porém, porque o osciloscopio
somente mede em relagdo a terra e, portanto, o resistor (ao qual ligamos o osciloscopio para medir a
corrente) deve estar aterrado.
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Figura 1.3. Medida da diferenca de fase ¢ entre duas senodides (V] e V,) com um osciloscopio de dois canais.
Tela da esquerda: Primeiramente medimos o periodo, que neste exemplo ¢ 7 = 8.6 ms. A seguir medimos a
diferenca de tempo Az em que as sendides cruzam, subindo (ou descendo), a linha horizontal de V = 0. Neste
exemplo, At = 3.76 ms (alguns osciloscopios, como o ilustrado aqui, dispdem de cursores verticais para medir
diferengas de tempo, a leitura é indicada no canto superior direito da tela). Finalmente, a fase ¢ dada por ¢ =
2nAYT = 2.75 rad ou ¢ = 360A/T = 157°. Tela da direita: Para diminuir a incerteza da medida, podemos
expandir a escala vertical (duas vezes neste exemplo) de modo que apenas a regido central das sendides é
mostrada no osciloscopio. Na regido central as sendides sdo aproximadamente retas e os pontos de
cruzamento com o eixo V = 0 sdo mais evidentes (expandindo ainda mais a escala vertical, a retas viram
quase verticais e a incerteza ¢ a minima possivel).

Vejamos qual € a relag@o entre voltagem e corrente nos trés elementos basicos: resistor, capacitor e
indutor. Em um resistor vale sempre a lei de Ohm

o(t) = Ri(?), [1.4]
onde R ¢ a resisténcia e, no caso de corrente alternada (isto €, com i(f) na forma da eq. 1.1) obtemos
o(t) = Rl cos(wt). [1.5]

Em um indutor a relacdo geral entre v e i é
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u(t)=Ldi/ dt, [1.6]
onde L ¢ a indutdncia (unidade: henry, H). No caso de corrente alternada,

(1) = —oLljsin(wr) = oLl cos(ot +7). [1.7]

Ou seja, a amplitude da voltagem vale Vy = Ll ¢ a fase é ¢ = /2.
Finalmente, em um capacitor a voltagem ¢é proporcional a carga no capacitor, g:

v=gq/C, [1.8]
onde C ¢ a capacitancia (unidade: farad, F) e, dado que i = dg/dt, a relagdo geral entre v e i €
o(t) = [yi(t)dt'/ C +0(0), [1.9]
onde v(0) ¢ a voltagem no capacitor em ¢ = 0. No caso de corrente alternada,

Iy . Iy -
v(t) =—=sin(wt) = ——cos(wt —=). 1.10
()=~ sin() =~ cos(r - 5) [1.10]

Vemos entdo que, no caso do capacitor, a amplitude da voltagem vale V', = I//oC e a fase ¢ = —n/2.

A Tabela 1-I resume o que acabamos de falar.

Elemento Voltagem real Amplitude Fase
Resistor v=Ri Vo=RlI, d=0
Indutor v = Ldi/dt Vo = oLl d=m/2
Capacitor v=¢q/C Vo= I/oC d=-m/2

Tabela 1-1. Relagdo entre voltagens e correntes reais em elementos de circuito de corrente alternada.
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2. Voltagem e corrente complexas

A relacdo entre voltagem e corrente reais em um circuito de uma malha contendo resistores,
capacitores e indutores € em geral uma equagao integro-diferencial de primeira ordem ou uma equagio
diferencial ordinaria de segunda ordem. Por exemplo, no circuito RLC série (Figura 1.1a) esta equagdo é

. di
Ri+L%+ 4 = [2.1]
dt C

(que contém a integral da incognita, i(¢), dado que ¢(¢) = j(t)i(t')dt’ +4(0)), ou

RE i 1 _de 2.2]
dt  dr* C dt

Em circuitos com N malhas, teremos N equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem acopladas.
Para resolver este tipo de equagdes que aparecem frequentemente em circuitos de corrente alternada
utilizaremos o formalismo de impedancia complexa. Apesar do nome, este formalismo ndo tem nada de
“complexo”, muito pelo contrario, como veremos, simplifica muitos problemas de circuitos de corrente
alternada, ja que as equagdes diferenciais se transformam em equagdes algébricas nao diferenciais.

As equagodes de malha do tipo da 2.1 e 2.2 podem ser escritas como a parte real de uma equagio entre
numeros complexos. Utilizamos para isto a formula de Euler (vide Apéndice A)

e’ =cosx+ jsinx,
onde j=+/—1 e introduzimos a voltagem e corrente complexas '~

V(t)=V, e/

. [2.3]
I1(t)=1, e’
de modo que as voltagens e correntes reais, v(f) e i(¢), podem ser recuperadas através das relagoes
o(t) =Re{V (1)} =Re{Vy ¢/ =¥ cos (wf +) 241

i(f)=Re{I(t)} =Re{l, ¢’} = I, cos (wt)

O simbolo Re{ } indica a parte real do numero complexo dentro de { }.

Trabalhar com correntes e voltagens complexas tem a vantagem de que as equagdes diferenciais que
descrevem os circuitos de c.a. se transformam facilmente em equagdes ordinarias. Para isto basta
substituir

2 3

d . . . N3 .3
— T s __)( (l)) =—@® 5 __)( (D) =—Jj®

, etc.

'R.P. Feynman, R.B. Leighton, and M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, Vol. 2: Mainly Electromagnetism
and Matter, Addison-Wesley, Reading, 1964.

2HM. Nussenzveig, Curso de Fisica Basica, Vol 3: Eletromagnetismo, Edgar Bliicher, Sdo Paulo, 1997.

3 F.N.H. Robinson, Electricity, in The New Encyclopadia Britannica (Macropadia — Knowledge in Depth), Vol. 6,
pp 537-610, 15™ Ed., H. Hemingway Benton, Publisher (London, 1974).
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Por exemplo, a equagédo diferencial 2.11 vira a equagdo ordinaria (ndo diferencial)

JORI —0*LI+1/C = joV,,
onde V, = soej (de)"). Resolvendo para / obtemos

= joV,/(joR-o*L+1/C).

Para obter a corrente real basta tomar a parte real de /:

i(f) = RedI(t)} = ®E cos (0 +0),
J@R)? +(@*L-1/C)?
2 J—
(p:d)o—tan_l o' L-1/C
oR

A Figura 2.1 mostra a representacdo da voltagem e corrente no plano complexo. A corrente e a
voltagem sdo vetores que rodam com velocidade angular @ mantendo o angulo ¢ fixo. Em qualquer
instante de tempo os valores reais de corrente ou voltagem podem ser determinados pela projecdo do
vetor correspondente sobre o eixo real.

(a) N (b N

2 %
£
g
£E
2 14 &d)/' I
® Vo

¢ t
- 1

>

\/4(0 I, eixo real L o(f) |

o AN v

Figura 2.1. Voltagem e Corrente no plano complexo em (a) t=0 e (b) ¢ # 0.

Exercicio 2.1. Um prédio é alimentado com trés fios vivos de 127 V (eficazes) e fases ¢, ¢, e ¢3. A diferenca de fase entre dois
vivos quaisquer ¢ de £120°. Represente as trés voltagens no plano complexo e mostre que a diferenca de potencial entre dois
vivos quaisquer € AV coswt, onde AV =311.1 Volts (pico) ou 220 Volts eficazes.
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3. Impedéancia complexa

A voltagem entre os terminais de um resistor, indutor ou capacitor pode ser escrita na forma
complexa

V="27I, [3.1]
onde, nos casos de resistor, capacitor ¢ indutor, respectivamente, temos
“WW\- z=r
L 7= joL = oL &/ [3.2]

II 7 = 1 :L e*jTt/Z
) joC oC

Trabalhar com o formalismo de impedancias complexas tem a enorme vantagem de que podemos
aplicar quase tudo que aprendemos da teoria de circuitos de corrente continua. Por exemplo, a associagao
de elementos em série ou em paralelo se trata com as mesmas relagdes que se utilizam para resistores em
circuitos de corrente continua e as leis de Kirchoff se aplicam diretamente para as correntes e voltagens
complexas em cada n6 ou cada malha. Devemos ter presente apenas duas coisas:

1- O formalismo de impedancia complexa ¢ util para tratar relagdes lineares (como, por exemplo,
uma equacdo de malha), mas ndo para relagdes ndo lineares, como a poténcia (que é uma fungdo
quadratica da corrente).

2- Este formalismo pode ser aplicado diretamente a circuitos com geradores de onda realmente
senoidais (e ndo, por exemplo, se o gerador é de onda quadrada). Para correntes de forma arbitraria
devemos utilizar, em principio, as voltagens e correntes reais. Esta condicdo e menos restritiva que a
primeira. Como veremos na se¢do 7, se o circuito ¢ linear entdo vale o principio de superposi¢ao e ainda
podemos aplicar o formalismo de impedancia complexa, mas combinado com séries de Fourier para
expressar as voltagens como soma de fungdes senoidais.

Do mesmo modo que uma combinagdo de resistores em série € em paralelo pode ser representada por
um unico resistor equivalente, um circuito contendo uma combinacdo arbitraria de resistores, indutores e
capacitores pode ser representado por uma impedancia total Z.

eixo imaginario

1Z]

- g

Y eixo real

R

Figura 3.1. Representagdo da impedancia no plano complexo. Z ¢ um ponto neste plano.

Em geral podemos escrever Z na forma cartesiana ou polar (Figura 3.1):
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Z=R+jX =|Z| e/%: Impedancia complexa, [3.3]

onde R = Re{Z} ¢ a parte real da impedancia complexa; X = Im{Z}, a parte imaginaria de Z é chamada
Reatdncia; |Z] ¢ o mdédulo de Z (as vezes também chamada de impeddncia) e ¢ é a fase de Z. Para passar
da forma cartesiana a polar podemos utilizar as relagoes

| Z =V R? + X2 [3.4]

b =tan (X /R). [3.5]

Podemos ver que ¢ coincide com a diferenga de fase entre a voltagem sobre Z e a corrente, sejam
estas complexas (como na eq. 3.1) ou reais (como na eq. 2.2). Se X > 0 dizemos que a reatancia ¢ do tipo
indutiva ¢ se X < 0 dizemos que a reatancia é capacitiva. Mostraremos na se¢do 5 que em circuitos

passivos ¢ sempre R > 0. A parte real da impedancia pode ser uma fungdo da frequéncia (veja Exercicio
4.1).

A reciproca da impedancia complexa ¢ chamada de admitdncia complexa e é denotada com o simbolo
Y:
Y=1/Z= G +jB : Admitancia complexa [3.6]

. g , A . ’ A . 4 ” .
A parte imagindaria, B, ¢ chamada Susceptdncia, ¢ a parte real, G, é chamada Condutdncia.” Esta ultima
deve ser positiva (ou nula) em circuitos passivos.

A impedancia equivalente de duas associadas em série ¢ simplesmente a soma das impedancias. A
admitancia equivalente de duas impedancias associadas em paralelo ¢ a soma das admitancias (Tabela
3-1). As demonstragdes destas afirmacdes sdo idénticas ao caso de resistores € corrente continua € vamos
deixa-las como exercicio para o aluno.

E comum abreviar a impedancia de uma associagdo em paralelo como

Z] // Zz=ZlZz/(Zl +Zz). [37]

As vezes podemos até achar abreviagdes como R//C, L//C, R//L. O significado é obvio.

Associacdo em série Associacdo em paralelo
Z=Z1+Z2 1/Z:1/Zl+1/Zz (Y:Y1+Y2)
Z
o— Z1 — Z2 ——-o
Z,

Tabela 3-1. Associacdo de impedancias complexas em série ¢ em paralelo.

4 . A . A . aA ., . _ . .
A unidade de admitancia, condutincia e susceptancia ¢ o Siemen (1 S = 1 Q). Antigamente se utilizava o “mho”,
que ndo ¢ um “mili-ho” mas apenas a palavra “ohm” escrita ao contrario.
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3.1 Equivalente Thevenin

O teorema de Thévenin que o aluno ja conhece de circuitos de corrente continua ¢ valido também
para corrente alternada e ¢ formalmente idéntico ao caso de circuitos de corrente continua mas com
impedancias, voltagens e correntes complexas: todo circuito contendo geradores € uma combinagdo de
impedancias pode ser visto, entre dois pontos quaisquer A e B, como uma “caixa preta” ou “equivalente

Thévenin”, contendo um gerador €, e uma impedancia em série Z,,, onde &, = Vag € a voltagem de
circuito aberto (isto €, sem ligar em nenhum instrumento de medigo) e

Zeq = VAB /Icc:

onde /.. ¢ a corrente de curto-circuito. Como no caso de corrente continua, Z,, pode ser obtida também
como a impedancia que teriamos entre A ¢ B fazendo um curto-circuito em todos os geradores do
circuito.

a) z b) Z, )

T A —_— eq

0] ’\) H Z €@ @ H Z, VI, Eq()

B B

Figura 3.2. Um circuito de corrente alternada (a) e seu equivalente Thévenin (c). O circuito intermediario (b)
serve para calcular a corrente de curto-circuito 7.

A Figura 3.2 mostra um exemplo de circuito e seu equivalente Thévenin entre os pontos A e B. Neste
exemplo, a voltagem entre os pontos A e B vale
ZQ

Viap =eq = Z+2Z,

b

e a impedancia equivalente é

Zeq = Zz// Zl :Zl Zz/( Zl + Zz)

A impedancia equivalente também pode ser calculada achando primeiro a corrente de curto-circuito
(Figura 3.2-b),

Icc = S/Zla

e depois utilizando

Zeq = VAB /Icc~

3.2 Impedancia interna de geradores e instrumentos de medicao

No laboratério devemos sempre ter presente que os geradores e instrumentos de medigdo tém
impedancia interna. Em todos os casos, antes de utilizar um instrumento pela primeira vez, o aluno deve
ler o Manual do usuario do instrumento e entender as especificagdes do fabricante, ou consultar o
professor. Nem sempre o professor sabe o significado de todas as especificacdes técnicas de um
instrumento (principalmente dos sofisticados instrumentos modernos), mas isto ndo deve desanimar o
aluno; se o professor nao sabe algum detalhe, provavelmente ¢ um detalhe ndo muito relevante.

Os geradores de alta poténcia (incluindo a linha de alimentagao) tém baixa impedancia interna (|Z;,,| <
5 Q) e em geral complexa. Os geradores de fungdes para instrumentagdo tem uma impedancia interna
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geralmente de 50 €, real e independente da frequéncia (variagdo dentro de +1 Q em toda a faixa de
frequéncias de operacdo do instrumento, tipicamente).

Em medidas de voltagem ¢é sempre necessdrio que o moddulo da impedancia interna |Z;,| do
instrumento de medigdo seja muito maior que o da impedancia do circuito. Caso contrario dizemos que o
instrumento “carrega o circuito” e a voltagem medida ndo reflete fielmente a voltagem no circuito sem
estar ligado ao instrumento. Se ligarmos o instrumento a um elemento de impedancia Z, pode parecer a
primeira vista que a condigdo para ndo carregar o circuito ¢ |Z;,| >> |Z]. Isto, porém, ndo ¢ correto em
geral. Entre os pontos em que ligamos o instrumento, todo circuito tem um equivalente Thévenin e a
impedancia que verd o instrumento serd Z., ndo Z. Portanto, a condi¢do para que o instrumento nio

carregue o circuito € que
Zint >> Ze .

O aluno deve ter muito cuidado, pois neste ponto os circuitos de corrente alternada sdo diferentes dos
circuitos de corrente continua. Por exemplo, se medimos voltagens com um osciloscépio de Z;,, = 1 MQ
sobre um resistor de 47 Q em um circuito de corrente continua ndo precisamos nos preocupar com o resto
do circuito, ja que “o resto” esta em paralelo com este resistor e a resisténcia equivalente serd sempre
menor ou igual que os 47 Q. Por outro lado, um indutor L = 50 mH a uma frequéncia ® = 950 rad/s, tem
uma impedéancia de modulo |Z] = 47.5 Q, mas se este estiver em paralelo com um capacitor C = 22 pF,
entdo |Z,| = 655 kQ que é comparavel ao moédulo |Z;,| da impedancia de entrada do osciloscopio. Em
circuitos de corrente alternada nao € verdade que a impedancia de dois elementos em paralelo seja menor,
em modulo, que a de cada elemento. Isto ¢ verdade, porém, sempre que um dos elementos seja um
resistor (vide Exercicio 3.2). Finalmente, sobre este assunto, o fato de ser |Z;,| >> |Z,,| garante apenas que
a amplitude da voltagem sera medida fielmente, mas ndo necessariamente a fase.

3.2.1 Impedancia interna de voltimetros

Muitos voltimetros de c.a. de agulha s3o na realidade galvanometros de D’Arsonval em série com
uma resisténcia (para transforma-lo em voltimetro) e um retificador (para transformar c.a. em corrente
continua); a impedancia depende da escala e se especifica em kQ/V (por exemplo, 10 kQ/V significa que
na escala de 3 volts de fundo de escala a impedancia interna ¢ de 30 kQ). Estes instrumentos sdo
utilizados para frequéncias baixas (< 1 kHz), pois a impedancia interna depende muito da frequéncia. A
leitura ¢ diretamente em volts eficazes mas € precisa somente se a forma de onda for senoidal. Outro tipo
de instrumento bastante utilizado € o voltimetro eletronico de precisao, que pode ter impedancia interna
de 100 MQ e pode medir volts eficazes de formas de onda arbitrarias (em alguns modelos), mas ainda de
baixa frequéncia.

3.2.2 Impedancia interna de osciloscopios

O instrumento mais utilizado para medir voltagens em circuitos de c.a. é o osciloscopio.” Os
osciloscopios t€ém uma impedancia interna geralmente R;,, = 1 MQ e uma capacitancia parasita em
paralelo C;,, de uns 20 pF (em osciloscopios de alta frequéncia, > 100 MHz, os valores tipicos sdo R;, =
50 Qe C;,, =7 pF).

Para poder medir sinais alternos pequenos com um nivel de corrente continua grande, os
osciloscopios possuem um recurso que € bloquear o nivel continuo. Este recurso chama-se “acoplamento
ac” (ac = alternate current) e consiste em intercalar, na entrada, um capacitor em série C; relativamente
grande (10 a 15 nF). O acoplamento ac nao deve ser utilizado em medidas precisas. O modo normal de

5 . ~ . ;. . . , . .. .
Para uma introdugdo aos principios de funcionamento do osciloscopio visite o site

http://www.if.ufrj.br/teaching/oscilo/intro.html .
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operagio de um osciloscopio é com acoplamento dc.® Vamos comentar sobre alguns cuidados que devem

ser observados no modo normal.
Cs Osciloscépio
ac p
O @
dc

Rint — Cint

O

Figura 3.3. Impedéancia interna de um osciloscopio. O osciloscopio mede sempre a voltagem que aparece
sobre R;,;. No modo de acoplamento dc o sinal a medir ¢ aplicado diretamente sobre R;,, mas ha sempre um
capacitor em paralelo C;,. No acoplamento ac o sinal a medir passa primeiro por um capacitor em série, C;,
que bloqueia frequéncias baixas (< 10 Hz).

No modo de acoplamento dc (Figura 3.3) a impedancia interna depende da frequéncia:

Zint = Rint // Cint = Rint /(1 +j(DRint int)

e cai em valor absoluto de 1 MQ (o = 0) a menos de 500 k< para frequéncias > 7.96 kHz (isto para um
osciloscopio com R;,, = 1 MQ e C;,, = 20 pF). Além disso, para medir precisamos ligar o osciloscopio ao
circuito teste através de algum cabo. Este cabo faz parte do instrumento e devemos incluir a sua
capacitancia C..” A capacitancia do cabo ligado a entrada do osciloscopio esta em paralelo com Cj,
(Figura 3.3) e ¢ geralmente maior (a capacitancia do cabo coaxial normalmente utilizado em
instrumentacdo, o RG-58U, ¢ de uns 100 pF por cada metro de cabo). A impedéancia interna do
instrumento (osciloscépio + cabo) é Z;,, = R, //(C. + Cy;,). Com 1 metro de cabo coaxial, esta impedancia
interna do osciloscopio cai de 1 MQ a frequéncia zero para menos de 500 kQ a frequéncias acima de 1

kHz, aproximadamente.

3.2.3 Osciloscopio com ponta de prova

A presenca de capacitancia na impedancia interna do instrumento faz que a voltagem medida dependa
da frequéncia. Portanto, a forma de onda mostrada na tela do osciloscopio € deformada (no caso de um
sinal ndo senoidal) e imprecisa (ou seja, de amplitude diferente daquela que teriamos se o circuito ndo
estivesse ligado ao osciloscopio). Utiliza-se entdo uma ponta de prova que consiste de um cabo de 1 a 2
metros com um resistor de precisdo R e um capacitor variavel C em paralelo com R. Ajustando o valor de
C podemos conseguir que a forma de onda no osciloscdpio seja pouco distorcida. Os osciloscopios sérios
tém um gerador interno que ¢ uma onda quadrada de 1 kHz de alta precisdo. Para o ajuste, ligamos a
ponta de prova na saida do sinal de calibracdo e variamos C até que a forma de onda observada seja
quadrada (Figura 3.2-c). Uma ponta de prova ajustada deste modo ¢ chamada uma “ponta compensada”.
Se a ponta de prova ndo esta devidamente ajustada, a onda quadrada aparecera deformada, como nos
tracos da Figura 3.2-a e -b.

O sinal na entrada do osciloscopio é idéntico ao sinal visto pela ponta de prova compensada e
atenuado por um fator 1 + R/R;,, que ndo depende da frequéncia (Exercicio 3.3). Porém, isto ndo significa
que o sinal visto pela ponta seja igual ao que queremos medir (ou seja, o sinal que temos no circuito sem

6 ;. . . A a1 .
dc ¢ abreviatura de direct current. Em portugués ¢ utilizado cc (corrente continua), mas se confunde com “curto-
circuito” e “complexo conjugado”. Nestas notas utilizaremos as abreviaturas ac e dc.

" Em principio, devemos considerar também a indutdncia do cabo L. mas na imensa maioria dos casos esta
indutancia € tdo pequena (por exemplo, uns 250 nH por metro para o cabo RG-58U) que ndo afeta medidas para
frequéncias de até 10 MHz.
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estar ligado ao osciloscopio). Para isto é necessario sempre que o0 modulo da impedancia do instrumento
incluindo o cabo ou a ponta de prova (Z;,; = R//C + R;,//(C. + C;,;)) seja muito maior que a do circuito
(Exercicio 3.4).

C Ce Osciloscopio W)
1IMQ 20 pF ‘\\/I\I/,\\/[\\/(b)
R
T TE MUyl

Figura 3.4. Ponta de prova atenuadora ligada a um osciloscopio. Na pratica a capacitdncia parasita do
osciloscopio varia de um instrumento a outro. C entdo ¢ um capacitor variavel e se ajusta para dar um fator de
atenuagao independente da frequéncia. Este procedimento se chama “compensagio”.

A ponta de prova também facilita medidas em baixa frequéncia com acoplamento ac como, por
exemplo, quando queremos medir o “ripple” de uma fonte de corrente continua. Se R, = 1 MQ, uma
ponta de prova de 10x tem um resistor R = 9 MQ. No acoplamento de entrada ac, os sinais lentos sdo
fortemente deformados. A frequéncia de corte (secdo 6) sem ponta de prova ¢ de 10 Hz tipicamente, mas
com a ponta de prova de 10x a frequéncia de corte cai para 1 Hz.

Os osciloscopios podem medir até frequéncias especificadas pela largura de banda dele, geralmente
escrita no painel. Valores tipicos para osciloscopios de 1 MQ sdo 10 ou 20 MHz, podendo chegar a 100
MHz nos modelos mais caros. Osciloscopios de 50 Q podem chegar até uns 50 GHz. Uma pergunta
natural que muitos alunos se fazem ¢ a seguinte: se o osciloscopio do laboratorio de ensino (que
geralmente t€ém 1 MQ// 20 pF) atenua sinais de frequéncias acima de uns 8 kHz, como ¢ que a largura de
banda do osciloscopio ¢ muito maior? A resposta ¢ que a largura de banda ¢ determinada pelo
amplificador da entrada vertical, que vem logo apds a impedancia de entrada. Qualquer sinal elétrico que
aparecer na entrada do amplificador vertical sera amplificado sem deformagdo até a frequéncia
especificada pela largura de banda. Note bem que isto ndo significa que esse sinal de entrada seja igual ao
que ha no circuito que queremos medir. E responsabilidade do operador garantir que isto acontega: para
isto ele deve se assegurar de que a impedancia equivalente do circuito teste vista desde a ponta do cabo
(ou da ponta de prova) seja |Z,,| << |Z;,| para todas as frequéncias dentro da largura de banda do
osciloscopio. Por exemplo, se medimos sobre um capacitor de 1 pF (e ndo estiver em paralelo com um
indutor), entdo a capacitancia do cabo ¢ a interna do osciloscopio sdo irrelevantes ja que 1 uF em paralelo
com 100 ou 200 pF continua sendo 1 uF. Neste caso a voltagem medida pelo osciloscopio ¢ igual a do
capacitor a qualquer frequéncia alta (exceto talvez a frequéncia 0 ou muito baixa se o capacitor estiver em
série com um resistor de valor > 1 MQ).

Exercicio 3.1: Mostre que a impedancia equivalente de um resistor R em paralelo com um indutor L ¢
Z =(Ro’L? + joLR*)/ (R* + »*I?). Este ¢ um exemplo onde R depende de o.

Exercicio 3.2: A resisténcia equivalente de dois resistores em paralelo ¢ sempre menor que cada uma das resisténcias: R;//R, < R;
e R|//R, < R,. No caso de impedancias complexas o moédulo de Z,//Z, ndo sempre é menor que o mddulo de Z; ou de Z,. Por
exemplo, um indutor e um capacitor em paralelo tem uma impedancia cujo modulo, wL/|w*LC — 1|, pode ser muito maior que oL
ou maior que 1/mwC, ou maior que ambas, dependendo do valor ®. Nao obstante isso, se uma das impedéancias ¢ um resistor R,
entdo mostre que |[R//Z] < min{R, |Z|}, onde o igual acontece sO se uma das impedancias ¢ nula. (Nota: na demonstragio ¢
necessario usar o fato que a parte real de qualquer impedancia é sempre > 0. Este fato sera provado na se¢éo 3.3).

Exercicio 3.3: (resolvido) Compensacao da ponta de prova de osciloscdpios: A impedancia de entrada de um osciloscopio € de
1 MQ e tém uma capacitancia parasita de 20 pF. Uma ponta de prova que atenua por um fator 10 vezes ¢ ligado a este
osciloscopio através de um cabo coaxial de capacitancia C. = 250 pF. O circuito da ponta de prova ¢ mostrado na Figura 3.4.
Quanto devem ser R e C para que atenue por um fator 10 independentemente da frequéncia?

Solugéo: Suponhamos que queremos medir uma voltagem a uma frequéncia ® e amplitude V,. A voltagem medida pelo
osciloscopio ¢ a voltagem ¥, sobre a sua resisténcia interna R, = 1 MQ, e queremos que seja V, = V, /10 independentemente de
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. Para simplificar o problema notemos que a capacitincia do cabo estd em paralelo com a capacitincia interna do osciloscopio
de modo que podemos esquematizar o circuito como na Figura 3.5, onde substituimos o cabo e o capacitor parasita do
osciloscopio por um Unico capacitor de capacitancia C, = C. + 20 pF =270 pF.

- 3
v,| 1MQ +ZOpF+CC = VET Z, Tvo

T; R H

C

o—0

Figura 3.5. Esquema simplificado do circuito da Figura 3.4.

O problema agora ¢ o de um divisor de tensdo, ou seja,

Vo =23V 121+ 23)-

com impedancias Z; e Z, dadas por

_ R/joC R
""R+1/ joC 1+ joRC
R,/ joC, R,

27 R +1/joC, 1+ joR,C,

Em geral, o fator de atenuagdo deste divisor,

Z+2y |, Zi _,, R1+joRC)
ZZ ZZ Ro(l+j('0R0Co)

depende de ®; mas se RC = R,C, entdo esse fator ndo depende de o e vale

Substituindo pelo valor de R, obtemos R = 9 MQ. O valor de C que satisfaz a condicdo RC = R,C, ¢ entdo C = (1 MQ)x(270 pF)
/(9 MQ) = 30 pF.

Exercicio 3.4 - Influéncia da impedéancia interna do osciloscopio em medidas de voltagem: Com ilustrado na Figura 3.3, a
impedancia de entrada de um osciloscopio ¢ formada por um resistor Ry de 1 MQ em paralelo com um capacitor Cy de 20 pF.
Este osciloscopio ¢ utilizado para medir a voltagem de saida de um gerador com impedancia interna de Z;,, = 50 Q (real e
independente da frequéncia) através de um cabo coaxial RG-58 (100 pF/m) de 30 cm. Para baixas frequéncias o osciloscopio
mede corretamente a fem, ja que Ry >> Z,,, (se diz que o instrumento de medigdo “ndo carrega” o gerador), porém, a medida que
aumentamos a frequéncia acima de uns poucos kHz a impedéancia interna do osciloscopio comeca a cair devido a Cy (1/0Cy = Ry
para f'=7.96 kHz). A precisdo de um osciloscopio € tipicamente de +1%. Até que frequéncia a voltagem medida no osciloscopio
¢ igual a fem do gerador dentro de um erro de 1 %? Quanto se (no lugar do cabo de 30 cm) utilizarmos um ponta de prova
(devidamente compensada) de 10x? [Resposta: 80 kHz sem, 800 kHz com ponta de prova].

3.3 Poténcia media
A poténcia instantanea dissipada em um circuito elétrico € sempre dada por

By (1) = v(0)i(2) [3.8]

e deve ser calculada utilizando as correntes e voltagens reais. No caso de corrente alternada a poténcia
instantanea varia periodicamente com o tempo. A poténcia média dissipada em um periodo 7=27/m ¢é

P=L[ oi(t)dt =1V, cos . [3.9]

Utilizando os valores eficazes
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Ve =Vo/N2 e
Ly =1,/

[3.10]

obtemos
P=V, Iz cosd=RIy =GV . [3.11]

Na eq. 3.11 escrevemos a poténcia média dissipada em uma impedancia Z de trés formas equivalentes
e que destacam similaridades e discrepancias em relagdo as formulas analogas dos circuitos de corrente
continua:

A primeira forma na eq. 3.11 se parece com a expressdo P = VI do caso continuo, exceto pelo
importante fator cos¢, também chamado fator de poténcia.

A segunda forma na eq. 3.11 ¢ idéntica a poténcia dissipada em um resistor P = RI* no caso continuo
e mostra que a parte real de Z é responsavel pela dissipagdo de poténcia.

A terceira forma na eq. 3.11 mostra uma assimetria em relagdo ao caso de corrente continua, onde P =

2/R. No caso de c.a. a poténcia é GV; (endo Ve?( /R).

A eq. 3.11 nos leva a conclusdes gerais ainda mais importantes: Dado que um elemento passivo so
pode dissipar poténcia (i.e., ndo pode ser P < 0, em cujo caso estaria gerando energia), as duas ultimas
formas da eq. 3.11 nos mostram que sempre deve ser

R>0eG 0. [3.12]

Ou seja, a parte real da impeddncia e a parte real da admitdncia de um circuito passivo devem ser
sempre positivas (ou nulas).

Notemos que indutores e capacitores ideais ndo dissipam poténcia (nos dois casos o fator de poténcia
¢ nulo). A poténcia € dissipada sempre nos resistores e pode ser calculada como a soma dos valores de

RI ff mas onde /s € a corrente que passa por cada resistor R. Na pratica, tanto capacitores como indutores

possuem resisténcia interna e portanto dissipam poténcia.

E interessante notar que a maxima transferéncia de poténcia de um gerador de c.a. para uma
impedancia de carga ocorre quando a impedancia interna do gerador coincide com o complexo conjugado
da impedancia de carga. Isto é o analogo do Teorema de mdaxima transferéncia de poténcia da teoria de
circuitos de corrente continua e estd demonstrado no Exercicio 3.5.

Exercicio 3.5 (resolvido): Um gerador de c.a. possui uma impedancia interna z e alimenta um circuito com impedancia total Z.
Mostre que a poténcia dissipada em Z ¢ maxima se Z = z* (* indica o complexo conjugado) e que neste caso metade da poténcia

total gerada ¢ dissipada no gerador. Este resultado ¢ o analogo do teorema de maxima transferéncia de poténcia de circuitos de
corrente continua.

Solugéo: O gerador produz uma fem € mas devido a queda de tenséio em z, a tensdo aplicada sobre Z é V' = € — zI (Figura 3.6).

A

A

e (v

O
U

Figura 3.6. Gerador com impedancia interna alimentando um circuito externo de impedancia Z.
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A corrente no circuito ¢ / = € /(z + Z). Portanto, se escrevermos z = r + jx e Z= R + j.X, a poténcia dissipada em Z sera

REZ REY, _
|z+Z P (r+R)?+(x+X)?

P=RI =

Esta expressdo ¢ maxima para x =-X e r =R, ou seja Z=z* (note que ndo podemos fazer » = - pois a parte real da impedancia
de um elemento passivo ¢ sempre positiva ou nula). Neste caso / = €/2r, P =P, = 8‘23/{ /4r , e a poténcia total fornecida pelo

gerador vale

2
B‘otal = Seflef = gef /2r= 2Pmax :

Portanto, na condi¢do de méaxima transferéncia de poténcia, metade da poténcia total é dissipada na impedancia interna do
gerador e metade no circuito externo.
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4. Filtros

Os filtros elétricos sdo muito utilizados em instalagdes elétricas e equipamentos eletronicos para
rejeitar ruido e para proteger, por exemplo, contra transientes induzidos pela queda de raios durante as
tormentas. De modo geral um filtro pode ser representado como um circuito com dois terminais de
entrada e dois de saida (Figura 4.1).

o——— = |—o

Ve H Vs

o—— = (—0

Figura 4.1. Representagdo geral de um filtro. Na porta de entrada aplicamos uma voltagem ¥, e na saida
obtemos uma voltagem V; que depende da frequéncia.

4.1 Funcao de transferéncia e Transmitancia

Todo filtro ¢é caracterizado por uma fun¢do de transferéncia (outros nomes empregados sdo resposta
espectral e resposta em frequéncia) H(w) definida a seguir: Suponha que ligamos um gerador de
frequéncia variavel nos terminais de entrada e medimos a amplitude das voltagens de entrada (|V,|) e de
saida (|Vi|) e a fase relativa (¢) entre Vs e V, como fungdo da frequéncia do gerador (®). A fungdo de
transferéncia ¢ entdo

V() _
V(o)

Vs ()

Jo(®)
V(@) e . [4.1]

H(o)

A funcdo de transferéncia pode ser definida para frequéncia zero como o quociente entre as voltagens
de corrente continua. Neste caso um indutor atua como um curto-circuito € um capacitor como um
circuito aberto. Como consequéncia, H(0) ¢ real e a fase ¢p(0) s6 pode ser 0 (H(0) positivo) ou 7 (H(0)
negativo).

A importancia do estudo das propriedades gerais de filtros ¢ que todo circuito pode ser pensado como

um filtro no qual a voltagem de entrada ¢ a do gerador (€) e a de saida ¢ a voltagem sobre um elemento do

circuito. Se o gerador ndo € senoidal ainda podemos escrever €(f) como uma superposicdo de fungdes
harmoénicas através da decomposi¢do em série de Fourier (ou através da transformada de Fourier no caso
pulsos e sinais ndo periddicos). A voltagem de saida se obtém multiplicando cada componente de Fourier
pela funcao de transferéncia calculada na frequéncia correspondente e somando sobre todas frequéncias.
Na secdo 7 mostraremos como isto € feito.

Na maioria das situagdes de interesse pratico estamos mais interessados na amplitude € menos na
fase. O quadrado do modulo de H,

T(0) = |H() [4.2]

¢ denominada Tramsmitdncia ou Resposta em poténcia. Geralmente a transmitancia ¢ expressa em
decibéis

T4s(®) = 10log[ T(®) ]. [4.3]

Por exemplo, para o filtro RC passa—baixos, (Figura 4.2)
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Hiw) = VjoC 1
R+1/joC 1+ joRC
e [4.4]
T(@)=—
1+ (RC)

Este filtro possui transmitincia maxima T, = 1 para ® = 0 e cai para zero como 1/(owRC)* na medida em
que ® —> o0. Para ® = ®y = 1/RC a transmitancia cai a8 metade do maximo. Este comportamento ¢ mais
facil de visualizar em um diagrama log-log (também chamado diagrama de Bode®) como o da direita na
Figura 4.2. Para o << my a resposta do filtro ¢ praticamente plana e a transmitancia ¢ de 0 dB; para © =
p a transmitancia ¢ -3 dB (10 log(2) =-3.0103...) e para ® >> m, a transmitancia cai a uma taxa de —
20 dB/dec (decibéis por década) (10 log[1/(wRC)*] = —20 log(m) + const.). wy é chamada frequéncia de
corte ou de cotovelo e a faixa de frequéncias entre 0 e , ¢ chamada largura de banda do filtro. Note que
no diagrama de Bode a dependéncia com 1/w” em alta frequéncia é muito mais evidente do que no gréafico
em escala linear.

1.00 T T T T T I I

0 ——— \ 1 1
. Frequencia de corte:

o, = 1/RC
0.75F R 4 20 i
I ‘/-\ Inclinacéo:
—~ V, C V, M
8 oso0f ¢ | ° . S 40 -20 dB/dec
= \é Filtro RC passa-baixos:
Diagrama de Bode
0.25r b 60
0.00 I I I L l T T " -80
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -1 0 1 2 3 4
oRC log(wRC)

Figura 4.2. Filtro RC passa-baixos ¢ Transmitancia como fungdo da frequéncia em escala linear (esquerda) e
logaritmica (direita).

A transmitancia de outros tipos de filtros, como o passa-altos e passa-faixa esta esquematizada na
Figura 4.3. A banda passante de um filtro passa-faixa ¢ definida como o intervalo de frequéncias onde a

transmitdncia em dB se mantém acima de —3 dB (ou seja, acima de 50 % em uma escala linear) em
relagdo a0 maximo.

® Em memoéria de Hendrick Bode (1905-1982) pesquisador da Bell Laboratories (USA) e primeiro a utilizar estes
diagramas nos anos 1930.
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Figura 4.3. Transmitancia de filtros passa-baixos (esquerda) passa-altos (centro) e passa-faixa (direita). O
passa-faixa ¢ caracterizado pela frequéncia central (fy), a largura de banda (Af) da faixa passante e as taxas
(em dB/dec) de subida (roll-on) e de descida (roll-off).

Exercicio 4.1 - Filtro passa-altos: Mostre que a fungdo de transferéncia e a transmitancia do filtro da Figura 4.4 estdo dadas por
H(o) = 1/(1 — j/loRC) e T(®) = 1/[1 + 1/(@RC)"]. Este ¢ um filtro RC passa-altos com frequéncia de corte w, = 1/RC. A
transmitancia como funcdo de o esta representada na Figura 4.4 em escala linear ¢ na forma de um diagrama de Bode. Complete
a informagao levantando um grafico da fase de H como fungéo de log(®wRC).

1.00 — T T T T T T T
0
| ¢ -3dB —
0.75 ]
-10 Frequéncia de corte: o, = 1/RC -
—_
8 C
= o— g 7 - ,
0.50 - 4 = «— Inclinagéo = 20 dB/década
V, R V, S-20
:/ -
025 - i .30 Filtro RC passa-altos
0.00 PR U R N R R R R R R -40
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 0 2 4
oRC

log(wRC)

Figura 4.4. Filtro RC passa-altos ¢ sua Transmitdncia em escala linear (esquerda) e diagrama de Bode
(direita). A transmitancia é -3 dB (em relagdo a T}, = 0 dB) para @ = .

Dicas experimentais:

1) Fazendo bons diagramas de Bode: Para que os pontos experimentais em um grafico em escala logaritmica
fiquem aproximadamente eqiiidistantes no eixo horizontal (logf), ¢ 6bvio que medindo para 10 Hz, 100 Hz, 1 kHz,
10 kHz, etc., os pontos estardo eqiiidistantes no eixo horizontal. Mas com esta escolha teremos apenas um ponto por
década. As vezes queremos mais pontos por década. Em geral, se queremos N pontos por década e eqiiidistantes na
escala logaritmica, devemos medir para valores de f na seqiiéncia 10°, 10"~, 10?™, etc. Na pratica, raramente
precisamos medir mais do que dois ou trés pontos por década. Os valores exatos para dividir uma década em trés
partes iguais seriam 10" (= 2.15) e 10%* (= 4.64) [ou seja, a seqiiéncia 1-2.15-4.64-10] e, para dividir em duas
partes iguais 10"? (= 3.16) [ou seja, 1-3.16-10]. Isto, porém ¢ dificil de lembrar. Se quiser 2 pontos por década siga
a seqiiéncia 1-3—10 [j& que log(3) = 0.48] (Por exemplo, 10, 30, 100 Hz, 1 kHz, 3, 10, 30 kHz, etc.). Se quiser 3
pontos por década siga a seqiiéncia 1-2—5-10 [ja que log(2) = 0.30 e log(5) = 0.70]. Estas seqiiéncias, se bem
aproximadas, sdo faceis de lembrar.

2) Barras de erro nos diagramas de Bode: Nos graficos de Tyg versus logf, a barra de erro vertical
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dIn(T)

dlog(T)
ATjr =10——=——=AT =10log(e)————
dB T g(e) =

AT = 1010g(e)A—;

Experimentalmente 7 ¢ determinada como o quociente entre duas voltagens V, e ¥} medidas com erros AV, e
AV, respectivamente: T = |1/ V1|2 e
2 2
AT | 2AN N 2AV,
r 4 o)

Geralmente acontece que as voltagens sdo medidas com o mesmo erro relativo, i.e., AV/V) =AVy/V, =AVIV, e
temos entao

AT ) 5 AV
T 14

ATy = 20log(e)\2 A—VV ~ 12A—VV.

Por exemplo, se o erro em V for de 4% (tipico de osciloscopios), entdo a barra de erro serd de +ATyg = +0.5 dB para
todos os pontos do grafico.

Por outro lado, a barra de erro na horizontal é

Alog f =log(e)Aln f = log(e)% = 0.43%.

Geralmente, também, as freqiiéncias sdo medidas sempre com o mesmo erro relativo. Se Af/f= 0.2% (um valor
tipico em osciloscopios digitais), a barra de erro horizontal ¢ de £Alog f'= +0.0009 para todos os pontos do grafico.
Note que esta barra de erro (menos de um milésimo de uma década) niao pode ser representada (seria menor que a
espessura do traco do lapis ou caneta) se o grafico abarcar 1 ou mais décadas.

Resumindo, para medidas com osciloscopio digital, a barra de erro horizontal ¢ desprezivel e a vertical ¢ de
+0.5 dB para todos os pontos (se as voltagens foram medidas com erro de +4%).
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5. Circuitos ressonantes

Circuitos contendo indutores e capacitores podem exibir o fenomeno de ressonancia. Os circuitos
ressonantes mais simples contém apenas um indutor e um capacitor, além de resistores. A ressonancia ¢
diferente se o indutor e o capacitor estdo ligados em série ou em paralelo. A ressonancia € coberta em
todos os livros texto e até na Internet’. Vamos rever as propriedades gerais destes circuitos utilizando o
formalismo de impedancia complexa.

5.1 Ressonancia série
A impedancia complexa do circuito ressonante série vista pelo gerador (Figura 5.1) é

1
Z=R+j OJL——J [5.1]
oC
€ a corrente
Vel (01—0)
I1=V/Z= 0 ) [5.2]
JR +(oL-1/0C)?
onde V), é a amplitude da voltagem do gerador e
oL-1/oC
tanp=———" . [5.3]
R
T T T T T
0.10 1
c L R=10Q(Q=10) ﬂ ®,=150rad/s | |
@yl =100 Q
_l 0.08 | .
3 006 -
V() /\P 1) R < Ao =RIL
004 R=20Q(Q=5) .
R=100Q(Q=1)
0021 R -2000(Q=0.5) T
0.00 S e
0 50 100 300
o (rad/s)
Figura 5.1. Circuito ressonante série e poténcia transferida por um gerador de V,,= 1V para vérios valores de

R.

A poténcia dissipada no resistor é

? Para ver uma animacdo grafica do circuito RLC série, brincando com os pardmetros do circuito, visite o sitio da
Internet http:/jersey.uoregon.edu/vlab/ntnujava/rlc/rlc.html.
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P 14 o=RI? SRV [5.4]
= cosd = = . .
o 7 R+ (oL-1oC)
A condigdo de ressonancia é
o=0y=1/VLC| [5.5]

Na ressonancia série temos que:
e aimpedancia ¢ minima (Z(w,) = R),
e areatancia ¢ nula (L em série com C age como um curto-circuito) (X(wo) = 0),
e acorrente ¢ maxima ({(mg) = Vo/R) e
e apoténcia transferida ao circuito ¢ maxima.

A largura de banda da ressonancia ¢ definida como o intervalo de frequéncia dentro do qual a
poténcia P(w) € maior ou igual que a metade do valor maximo. Em radianos/s ¢

Ao =RIL. [5.6]

O fator de mérito, Q, do circuito ressonante série caracteriza a acuidade da curva de ressonancia
(Figura 5.1):

0=0yl/R=w0y/Ao . [5.7]

5.2 Ressonancia paralela

A impedancia do circuito ressonante paralelo (ou circuito tanque) visto pelo gerador (Figura 5.2) é

L/C oL

Z=R+——— =R+ j——— 5.8
joL+1/ joC NZeLe o8
€ a corrente
Jj(wi=0)
[=v/Z= Voe : [5.9]
2 2 2
\/R + ot /(1-e?L0)|
onde ¢ ¢ a fase da impedancia Z, dada por
tan ¢ = oL [5.10]

R(l—mch)'
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C
——
RIS

V() ’\) o
Lo )

P(w) / P(0)

Figura 5.2. Circuito tanque e poténcia normalizada para varios valores de Q.

A poténcia dissipada no resistor é

1 2
_ _pr2 2 RV
P = eref COS¢_R]ef_ 5 - [511]
R +[mL/ (1 —mch)}
A condigdo de ressonancia é a mesma do que no caso de circuito ressonante série:
o=0y=1/VLC| [5.12]

Na ressonancia, no circuito paralelo temos que:
e aimpedancia € maxima (|Z(wy)| = ),
e areatancia ¢ infinita (age como um circuito aberto) (X(mq) = ),
e acorrente ¢ minima (/(cy) =0) e
e apoténcia transferida ao circuito € minima (P(®) = 0).
Para ® = 0 ou ® — o a poténcia dissipada no resistor ¢ maxima (e igual a P(0) = %VO2 /R).Sew=0

toda a corrente passa pelo indutor e, para ® — o, passa pelo capacitor.

A largura de banda da ressonincia ¢ definida como o intervalo de frequéncia dentro do qual a
poténcia dissipada € menor ou igual que a metade do valor madximo. Em radianos/s ¢

A®ngue = 1/RC. [5.13]

O fator de mérito, Qungue, que caracteriza a acuidade da curva de ressondncia do circuito tanque
(Figura 5.2) ¢ dado por

Qtanque = (’)() RC = 0\)() /AO\)tanque . [5 14]

Note que Qtanque = I/Qsérie (Qsérie éo Q dado pela 57)
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5.3  Filtros ressonantes

Os circuitos ressonantes sdo utilizados principalmente como filtros. Filtros ressonantes passa—banda
sdo utilizados, por exemplo, em circuitos de sintonia de radio e televisdo para selecionar uma estagdo
transmissora e rejeitar as frequéncias dos outros canais vizinhos. Filtros rejeita—banda (também chamados
notch filters) sao utilizados em instrumentacdo cientifica para rejeitar frequéncias indesejaveis como, por
exemplo, a frequéncia de linha (que sempre se acopla aos circuitos através dos cabos). Um exemplo de
filtro rejeita—banda ¢é o circuito tanque (Figura 5.2) com saida no resistor.

Para entender rapidamente o que os filtros ressonantes fazem, € 1til imaginar que, na frequéncia de
ressonancia, o capacitor ¢ indutor em série podem ser substituidos por um fio, ou seja, um curto-circuito,
e o capacitor e indutor em paralelo podem ser substituidos por um circuito aberto.

0
o b / / \Q=o.1,,
o : / // \\ ™
2 a0k A / AN
IR 2 27l NS
3} :
S &
e | I !
2 40 §°—|I—m’——o, \ \\\ 1
= s t 2R \ \\5
[ o ) 100 10
-60 < >
0.01 0.1 1 10 100
o/m,
20 E
= | b) N\
10 E \S: Q=5
% 0 % :< 1
>k A 05
8 -10f N
fé 20 _ L R i Sg@odg
£ 20 OMNWVTO 'i’(%@f% il
G G [T
|: -40 E T C ‘70
-50 f
-60 = ‘ m— \)
0.1 1 10 100
©/®,

Figura 5.3. Dois filtros ressonantes série com as suas curvas de transmitancia. a) passa-banda; b) passa-
baixos. Note que o circuito b) ¢ um amplificador de voltagem se O > 1.

A Figura 5.3 mostra dois filtros ressonantes série com as suas respectivas curvas de transmitancia.
Quando a saida ¢ no resistor (Figura 5.3a) temos um filtro passa-banda. Longe da ressondncia a
transmitancia cai a 20 dB por década. Quando a saida (Figura 5.3b) € no capacitor temos um filtro passa—
baixos. Este filtro rejeita as altas frequéncias melhor que o filtro RC passa—baixos. Para uma melhor
comparagdo entre os filtros passa—baixos RLC e o RC, na linha tracejada de Figura 5.3b representamos
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também a transmitancia do um filtro RC com a mesma frequéncia de corte. No filtro RLC a transmitancia
cai com o logaritmo da frequéncia a uma taxa de —40 dB/dec, enquanto que no RC a queda ¢ de —20
dB/dec.

Note finalmente que no circuito ressonante série, em um faixa estreita de frequéncias em torno da
ressonancia e dependendo do valor de O, a amplitude da voltagem no capacitor ou no indutor pode ser
maior que a de entrada. Isto ¢ ilustrado pelo pico de ressonancia que aparece na Figura 5.3b no caso O =
5. Nesse pico a voltagem de saida € maior que a de entrada. De fato, é facil mostrar que, na ressonancia,
a voltagem no capacitor é Q vezes maior que a de entrada. A primeira vista pode parecer que ha algo
esquisito pois esse circuito ¢ passivo, no entanto apresenta ganho. Nao ha nenhum principio fisico
violado, porém. Circuitos passivos podem ser amplificadores de voltagem, embora ndo de poténcia.

Na pratica, o comportamento de um filtro real se afasta do previsto no modelo com elementos de
circuito ideais devido as indutincias, capacitancias e resisténcias parasitas presentes nos elementos e
circuitos de c.a. (se¢do 6)

Exercicio 5.1: Mostre que a transmitancia do filtro ressonante RLC série com saida no capacitor (Figura 5.3-b) é

QZ
T(w)=
(0/ wg)? +Q2[1—(c0/030)2]2

¢ que na ressonancia vale T(wy) = Q. Qual é o comportamento do filtro para w/m, << 1 & w/wy >> 1?
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6. Resistores, capacitores e indutores reais

E praticamente impossivel fabricar resistores, capacitores ou indutores ideais. Os resistores sempre
tem uma reatancia que depende da frequéncia devido a capacitancia e indutancia parasitas, inerentes a
geometria. Por exemplo, se um resistor é fabricado na forma de um arame enrolado, ele terd uma
indutancia apreciavel. Um indutor tem uma resisténcia série devida a resistividade do fio (e se tiver
ntucleo de ferro, tera uma resisténcia adicional devido as perdas 6hmicas das correntes de Foucault) e uma
capacitancia entre espiras adjacentes. Um capacitor tem uma resisténcia em série devido a resistividade
dos metais das placas e uma resisténcia em paralelo devido a condutividade dos dielétricos, etc.. Por outro
lado, a resisténcia depende intrinsecamente da frequéncia devido a dois efeitos nos condutores; um € que
a propria resistividade do material depende da frequéncia e o outro € o efeito pelicular comentado abaixo.

Vemos entdo que os elementos de um circuito sempre tém impedéancia complexa, com partes real e
imagindria que dependem da geometria e da frequéncia. Para complicar ainda mais a nossa vida, existem
também impedancias parasitas nos fios e conexdes utilizados nos circuitos. Levar em considerag@o todos
os efeitos € teoricamente possivel se conhecemos exatamente as geometrias e as propriedades elétricas e
magnéticas dos materiais, mas ¢ formidavelmente complicado. E mais viavel usar o bom senso e obter
estimativas razoaveis dos parametros relevantes que podem influir em um dado circuito.

Neste curso trabalharemos com frequéncias de at¢ 10 MHz. Vamos entdo comentar apenas o
comportamento tipico de resistores, indutores e capacitores na faixa de frequéncias de 0 até 10 MHz."

A Figura 6.1 mostra alguns circuitos equivalentes de capacitores e indutores utilizados geralmente
para entender o comportamento destes elementos a baixa e alta frequéncias. Devido as capacitancias e
indutancias parasitas, os indutores e capacitores reais apresentam ressonancias, geralmente em altas
frequéncias (> 10 MHz).

(2)

r---—- | r——--—=-= it r——--9----1
! 1 1 | 1 1
: : : 1 Tcl
| I | | | :
1 1 I — 1 I
I r
: : :I”p C : : s:
| . | \ | 1
|
| : | L b
| . | \ | 1
(@)

Figura 6.1. Circuitos equivalentes de (a) indutor a baixa frequéncia, (b) indutor a alta frequéncia, (c) capacitor
a baixa frequéncia, e (d) capacitor a alta frequéncia.

Exercicio 6.1: Escreva a impedancia complexa para cada caso da Figura 6.1.

6.1 Resistores

Nas frequéncias que nos interessam, a maioria dos resistores podem ser considerados ideais, exceto
talvez alguns resistores de pequeno valor nominal, R, nas frequéncias mais altas. Os resistores mais
comuns para circuitos de baixa poténcia (< 5 W) sfo feitos de filme de carbono depositado em forma
helicoidal sobre um cilindro ceramico (Figura 6.2). A corrente entdo passa por um solendide de
comprimento d ¢ area 4 = 2. Se N é o numero de voltas, a indutancia parasita é, aproximadamente,

ly=poN>Ald. [6.1]

10 Veja por exemplo, B.M. Oliver and J.M. Cage, Electronic Measurements and Instrumentation, Mc-Graw-Hill,
New York, 1971.
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Para termos uma idéia concreta, suponha d = 12 mm, 2r = 4.5 mm ¢ N = 7 (valores tipicos para alguns
resistores de 2W). A indutancia serd entdo de 82 nH, que representa uma reatdncia X =5 QQ a 10 MHz.
Portanto, se R for pequeno (neste exemplo, menor que 100 Q, e, em geral, se R for comparavel ou menor
que X), a indutancia deste tipo de resistor devera ser levada em consideragdo. O valor preciso de
depende de N?, sendo que N varia muito entre resistores de diferentes valores de R e entre resistores de
diferentes fabricantes.

Filme de helicoidal de
carbono depositado

[— AW

. o

Tampa metalica

Figura 6.2. Resistor de filme de carbono. O circuito equivalente para alta frequéncia é um resistor ideal em
série com um indutor.

Alguns resistores de alta poténcia (> 5 W) sdo feitos de arame metalico enrolado sobre uma ceramica;
estes sdo altamente indutivos e ndo devem ser utilizados em frequéncias acima de 1 kHz. Se precisar de
um resistor de baixo valor de R, baixa indutancia e alta poténcia, vocé mesmo pode fazer um a partir de
arame. O truque para diminuir a indutancia é dobrar o arame na metade do comprimento e enrolar o fio
duplo sobre a ceramica (tomando cuidado para que o arame “ndo se toque”). Deste modo, o campo
magnético devido a corrente nas espiras tem um sentido até a metade do arame e sentido oposto na
segunda metade.

6.1.1 Efeito pelicular

Para frequéncias acima de algumas dezenas de kHz se observa que a resisténcia dos fios metalicos
aumenta com a frequéncia devido a que quase toda a corrente passa apenas por uma camada fina perto da
superficie. Este fendmeno se conhece como efeito pelicular.'"'* A amplitude da densidade de corrente no
interior dos condutores reais (resistividade ndo nula) cai exponencialmente a partir da superficie. A
distancia dentro do condutor para a qual densidade de corrente vale 1/e do valor na superficie ¢ dada por

0=2p/ o, [6.2]

onde p é a permeabilidade magnética (para metais ndo magnéticos p = po = 4nx107 H/m) ¢ p a
resistividade do metal a baixa frequéncia.

H Veja por exemplo, The Feynman Lectures on Physics, op. cit., vol. 2, sect. 32-11.

125, Ramo and J.R. Whinnery, Fields and Waves in Modern Radio, 2" Ed., Wiley, New York, 1960.
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f f<<p/;,ma2 \ f f>>p/mca2 \

[}
T oslie
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AN Y,

Figura 6.3. Efeito pelicular. A baixas frequéncias (esquerda) a corrente passa por toda a secdo transversal de
um fio condutor, e a altas frequéncias (direita) passa apenas por uma camada de espessura d.

A resisténcia de um fio de comprimento / e raio a pode ser estimada como

R=pl/S§,
onde S (a area efetiva da secdo por onde efetivamente passa a corrente) é

S = na’® a baixa frequéncia ( f << p/ mcaz) e
S =2nab a alta frequéncia ( £ >> p/ pna?).

O efeito pelicular ¢ importante se 6 << a, o que acontece para frequéncias acima de certo valor
f=p/ ;,maz , que depende da condutividade do metal e do didmetro do fio. Por exemplo, para o cobre (p
=1.8x1078 Q-m) temos, de [6.2],

5 (m)=0.07/f(Hz) ,

¢ a resisténcia por unidade de comprimento de um fio de 1 mm de didmetro aumenta de 0.02 3/m a baixa
frequéncia (< 500 kHz) até 2.7 Q/m a 1 GHz.

Exercicio 6.2: A partir de qual frequéncia o efeito pelicular deve ser levado em consideragdo para um fio de grafite
(condutividade 0.12 S/m) de 1 mm de didmetro?

Exercicio 6.3: Para diminuir as perdas 6hmicas em instalagdes de alta poténcia e redes de transmissdo de energia elétrica, se
utilizam cabos de cobre grossos. Se a frequéncia ¢ de 60 Hz, a partir de que valor, aproximadamente, ndo adianta aumentar o
didmetro do cabo?

6.2 Indutores

Os indutores sdo confeccionados enrolando um fio de cobre envernizado sobre um objeto de secdo
cilindrica ou retangular. A resisténcia do enrolamento representa uma resisténcia série que € relativamente
mais importante a baixas frequéncias (Figura 6.1a). Esta resisténcia série depende essencialmente do
comprimento total (/,,;) € didmetro (D) do fio.

Consideremos o seguinte exemplo: Um indutor com nucleo de ar, na forma de um solendide de
comprimento d = 3 cm, drea média 4 = w? =12 cm® e com N = 1000 voltas, tem uma indutincia

L=poN?*4/d=50 mH.

O perimetro médio de cada espira ¢ 2mr = 12.3 cm, o que d4 um comprimento total /,,, = 123 metros. Se o
fio é de cobre (resistividade p = 1.8x10° Qcm), de didmetro D = 0.25 mm (area da segio transversal S =
TED2/4), entdo a resisténcia série desse indutor € r; = p [,,, /S = 45 Q. Para uma frequéncia de 100 Hz, a
reatancia ¢ X; = 2nfL = 32 QQ , que € menor que a sua resisténcia interna. Por outro lado, para uma
frequéncia de 10 MHz, X; = 3.2 MQ >> r; (mesmo considerando o efeito pelicular, que daria r, = 132 Q).
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Apesar disto, em certos casos, principalmente em circuitos ressonantes, 7, ndo podera ser ignorada,
mesmo que a frequéncia seja alta. A frequéncias mais altas é necessario considerar a capacitancia parasita
entre as espiras da bobina, c,, em paralelo com o indutor (Figura 6.1b).

A relagdo entre a reatancia a uma dada frequéncia de trabalho e a resisténcia série chama-se fator de
mérito ou Q da bobina:

Op=oLlr,. [6.3]

Note que a fase da impedancia complexa de um indutor ideal ¢ ¢ = /2, enquanto que para um indutor
real é ¢ = tan™' Qp.

Indutores com nucleo de ferro possuem uma resisténcia parasita em paralelo que representa as perdas
por correntes de Foucault” e por histerese. O efeito das correntes de Foucault depende pouco da
frequéncia, mas depende muito do material, sendo minima em materiais de grios sinterizados ou
laminados. Ja o efeito de histerese diminui com a frequéncia, mas depende da corrente (e ¢ portanto um
efeito ndo linear).

6.2.1 Induténcia interna de fios e indutancias parasitas em circuitos

Para frequéncias acima de 1 MHz ¢ frequentemente necessario levar em consideracdo a indutancia
parasita dos circuitos. Todo fio de segdo circular possui uma indutdncia interna, Ly que a baixa frequéncia
vale 50 nH/m vezes o comprimento do fio, independentemente do seu didmetro, e diminui com a
frequéncia devido ao efeito pelicular. A indutdncia interna de um objeto condutor é obtida utilizando a
igualdade para a energia do campo magnético

11yi* =1 iy,

onde a integral ¢ sobre o volume interno do objeto ¢ H ¢ o campo magnético produzido pela corrente i.
No caso de um fio de secdo circular, com a corrente uniformemente distribuida no seu volume e
comprimento /, o resultado ¢é

wl
Lo=+—.
07 8n

Se o fio for de metal magnético (ferro, ago, etc...) entdo a indutdncia interna podera ser grande, a
baixas frequéncias, devido ao alto valor de .

A malha de todo circuito € em si mesma uma espira e, portanto possui uma auto-indutincia. Esta
indutancia pode ser estimada assumindo uma espira circular'*:

L=Ly+uprin@8r/ eza) ,

valida se o quociente entre o raio da espira e o raio do fio é #/a >> 1. Assim, por exemplo, uma espira sem
nucleo (1 = o), de didmetro 27 = 10 cm e feita de um fio de didmetro 2¢ = 0.5 mm tem uma indutancia de
uns 0.35 pH.

6.3 Capacitores

Os capacitores sdo confeccionados geralmente com filmes de aluminio separados por filmes
dielétricos (isolantes), e enrolados para fazer um pacote compacto. A resistividade do Al e a resisténcia
das soldas (entre os filmes de Al e os fios de cobre que fazem os contatos externos) contribuem a

'3 Na literatura inglesa as correntes de Foucault sdo denominadas eddy currents.

14 Veja por exemplo a se¢do. 6-18 do livro de Ramo e Whinnery (ref. 12).



Resistores, capacitores e indutores reais 33

resisténcia série, 7, (Figura 6.1d). Quanto mais finas sdo as laminas de Al, maior é a resisténcia série.
Valores tipicos de 7, estdo entre 0.1 e 1 2. A resisténcia série ¢ mais importante a altas frequéncias, ja que
a reatancia X¢ = 1/0C pode ser muito pequena.

Para baixas frequéncias a resisténcia série tem pouca ou nenhuma importancia, mas agora a
resisténcia paralelo, r,, entra no jogo (Figura 6.1c). O filme dielétrico ¢ geralmente um plastico, mas pode
ser um papel impregnado em 6leo (capacitores para alta tensdo) ou em solucdo de eletrolitos (capacitores
de alto valor C, mas com polaridade). Os capacitores reais apresentam fugas de corrente pela superficie
do isolante (no caso de isolantes plasticos) ou pelo volume (no caso de papel impregnado). A fuga total
pode ser caracterizada por uma condutincia g = 1/r, ou pela assim chamada fangente de perdas a uma
dada frequéncia (geralmente 60 Hz):

tand = gXc= l/or,C. [6.4]

Note que a fase da impedancia complexa de um capacitor ideal ¢ ¢ = -n/2, enquanto que para um
capacitor real é ¢ = - tan™(1/tan8) = -1/2 + §. Valores tipicos sdo r,>100 MQ e s < 10~ rad @ 60 Hz.

Outro tipo de capacitor muito utilizado pelo seu baixo custo é o capacitor ceramico, feitos de uma
ceramica de alta constante dielétrica na forma de disco. Estes capacitores sdo pouco indutivos mas a alta
constante dielétrica ¢ devida a que o material esta perto de uma transi¢do fase, pelo que a capacitancia
varia muito com a temperatura. Sao utilizados em alta frequéncia e alta tensdo, mas ndo em circuitos de
precisdo. A constante dielétrica elevada implica também em alta condutividade, que resulta em tangentes
de perdas altas a baixas frequéncias.

Finalmente, os capacitores apresentam sempre uma indutincia parasita. Esta € preocupante apenas
nos circuitos de alta frequéncia ou nos circuitos de pulsos de curta duragdo. A indutancia de um capacitor
de placas paralelas pode ser estimada como

I, = pold/w, [6.5]

onde d ¢ a espessura do isolante e / ¢ w s@o, respectivamente, o comprimento ¢ a largura das placas.

Exercicio 6.4: Estime a capacitancia, C, a indutancia, [, e resisténcias série, ry, € paralelo, 7,,, de um capacitor de fitas de aluminio
(p =2.8x10" Qcm) com w =2 cm de largura, ¢ = 5 um de espessura e / = 2 m de comprimento separadas por um filme pléstico (¢
=30 pF/m, p = 1.2x10"® Qcm) de espessura d = 10 pm. Note que a indutincia parasita e resisténcia série dependem de se os
contatos forem soldados as fitas de aluminio pelos extremos ou pelos lados (apds enroladas); calcule /; e r; nos dois casos.

6.4 Ressonancias espurias

A indutancia parasita ndo faz muito mal em circuitos ressonantes que ja possuem uma indutancia
grande, mas pode ser terrivel em circuitos que supostamente ndo deveriam ser ressonantes, cCOmo 0s
filtros RC. Para ilustrar este fato, suponha um circuito cujos elementos sdo conectados por um fio de 0.5
mm de didmetro formando uma malha aproximadamente circular com 10 cm de didmetro. Como
comentamos na se¢do 6.2.1, esta “espira” tem uma indutancia parasita de uns 0.35 pH. Suponha que o
circuito ¢ um filtro RC passa baixo com C = 1 puF, entdo haverd uma ressonéncia espuria em cerca de

1/(2nv LC) =270 kHz ou ainda menor se consideramos a indutincia parasita interna ao capacitor.

Para diminuir a indutancia parasita, deve-se diminuir a area da “espira”, utilizando fios curtos e
colocando eles bem perto um de outro, ou trangando-os. No exemplo da “espira” de 10 cm de diametro, o
comprimento total do fio (de 31.4 cm) pode ser disposto como um par de fios paralelos de comprimento /
= 15.7 cm separados por, digamos, b = 3 mm. Neste caso a indutincia parasita sera'’

15 A . . . . . ~ « .
Nas frequéncias que estamos considerando, o efeito pelicular faz com que a indutancia interna do fio possa ser
desprezada comparada com a indutancia externa.
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L~*>[cosh(b/2a)~ 170 nH,

¢ a ressonancia espuria ocorrerd em 390 kHz. Vemos que “esmagando” a espira diminuimos a indutancia
parasita e levamos o problema para frequéncias mais altas. Mas nado ganhamos muito: as coisas continuam
da mesma ordem de grandeza. Mesmo utilizando um cabo coaxial do mesmo comprimento, a indutancia
do cabo'® sera da ordem de 250 nH/mx15.7cm = 40 nH, levando a ressonancia espiria para uns 800 kHz.

Por mais cuidados que tenhamos, ressonancias espurias sdo inevitaveis. Afortunadamente, na maioria
dos casos de interesse neste curso elas ndo sdo um grande problema porque geralmente temos um resistor
em série que faz o O da ressonancia espuria ser << 1. Para ilustrar isto suponhamos que a resisténcia do

circuito é R = 50 Q, entdo no caso da espira com L = 0.35 uH e f; = 270 kHz, temos O =2nf,L /R~
0.012, e no caso L =40 nH e f, = 800 kHz, temos QO = 0.004.

Circuitos reais estdo cheios de efeitos espurios em altas frequéncias. Projetar circuitos de alta
frequéncia que funcionem bem ¢é uma arte dominada por poucos.

10 cabo coaxial que se utiliza geralmente no laboratdrio, RG-58U, tem 250 nH/m e 100 pF/m. Veja a se¢do 10.2.
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7. Circuitos de c.a. com gerador de fungéo arbitraria

Nesta se¢dao consideramos um circuito de corrente alternada excitado por uma voltagem, &(f) nao
senoidal, como o produzido por um gerador de fun¢des operando no modo de onda quadrada ou de onda
triangular. Vamos supor que, &(f) ¢ uma fungao arbitraria do tempo mas perioddica, com periodo 7= 1/f. A
frequéncia f ¢ chamada frequéncia fundamental. A voltagem v(¢) em qualquer elemento de um circuito
linear alimentado por este gerador sera também periddica com periodo 7. O valor médio (ou valor dc, do
inglés direct current) de v € definido como (Figura 7.1)

T =0, =%, 0(0)dr. [7.1]

Figura 7.1. Forma de onda periddica genérica.

Frequentemente estamos interessados nas varia¢des de voltagem em torno da média. A parte
alternada (ou parte ac, de alternate current) de v(f),

V() =0(t) -0y, [7.2]
ou seja, o que veriamos num osciloscopio no modo de acoplamento de entrada ac. A parte alternada ¢é
caracterizada pela amplitude pico-a-pico

o —o [7.3]

pp max — ¢

min °

onde Unmax € Umin S20, respectivamente, os valores maximo e minimo de v(¢). Outra forma de caracterizar a
variagdo da parte alternada de v ¢é através do seu valor eficaz (ou valor rms, de root-mean-square)

definido como
PN I FET
Uef =Vpps = 7Jo (% (f) t. [7.4]

O valor eficaz ¢ 1til para calcular poténcias: A poténcia média dissipada em um resistor R com uma

voltagem arbitraria (mas periodica) é P = vgf /R.

O aluno ndo deve confundir os valores eficazes com os valores medidos com um voltimetro de
corrente alternada. A maioria destes instrumentos (principalmente os de agulha) medem um valor Vi,

proporcional a média do valor absoluto de v(#): Vyae = Tcm /242 , onde
— T
| 0] =+], lo(@)dt . [7.5]

Somente no caso de um sinal senoidal € Vi, = Ver
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Em geral as fungdes periddicas podem ser representadas através de Séries de Fourier

v(t)=0v, + i v, cos(nwt+9,), [7.6]

n=l1

onde ® = 27f e os coeficientes da série (U, e ¢,) estdo definidos no Apéndice B. A frequéncia f, = nf ¢é
chamada de harmonica de ordem n da fundamental.

a) onda quadrada

o0
- 2
e(t)=¢€,4 t€,, > =cos(not-1%)

n=l,impar

b) onda triangular

o0
_ 4
e(t)=€4+€,, 2 z—nzcos(nmt—n)

n=L,impar

c) onda retangular

0
_ 2sin(nnt/T)
e()=€4 +€,, Zl—m[ cos not
n=

d) onda dente de serra

72 sin(nnt/T)

cos(not + &2+ - L
TCznz‘E(T—T) ( )

o0
8(1)=8dc+3ppzl T T2
-

e) onda rampa

0
— 1
E()=€4+ €, 21"” cos(not + %)
=

| |
0 T

Figura 7.2. Formas de onda n@o senoidais basicas de um gerador de func¢des e séries de Fourier
correspondentes.

A Figura 7.2 mostra as séries de Fourier das formas de onda de um gerador de fun¢ées tipico'’. Um
gerador de fungdes produz (além de ondas senoidais) varias formas de onda periddicas ndo senoidais tais
como a onda quadrada, triangular, dente de serra, rampa e retangular ilustradas na Figura 7.2. Geralmente
podemos controlar o periodo 7, a amplitude €,,, € o nivel dc €,. A onda retangular e util para estudar o
comportamento de circuitos para pulsos elétricos. Nos geradores de onda retangular podemos controlar a
duragdo do pulso 1, através de um botdo indicado no painel do instrumento como “asymmetry” ou como
“duty-cycle” (que ¢ a fragdo t/T em percentagem: um duty-cycle de 20% significa t = 0.27).

''D. Buchla and W. McLachlan, Applied Electronic Instrumentation and Measurement, Macmillan, New York,
1992. Chapter 1.
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Idealmente, a onda quadrada e a rampa sdo fun¢des descontinuas, ¢ a onda triangular tem derivada
descontinua (a derivada da onda triangular é uma onda quadrada). Os geradores de fungao reais, porém,
produzem sempre uma fun¢do continua e com derivada continua. Os geradores t€m uma impedancia
interna baixa, tipicamente 50 Q, e segundo as especificacdes dos fabricantes, em toda a faixa de
frequéncias de operacdo do gerador a impedancia interna ¢ real e do mesmo valor (dentro de 10%
tipicamente). Sabemos porém que alguma indutincia parasita sempre existe e, por menor que ela seja,
produziria uma voltagem infinita (que nenhum isolante suportaria) se a corrente sofresse uma
descontinuidade. Do mesmo modo, a capacitincia parasita torna impossivel uma descontinuidade na
voltagem.

A eq. (7.6) nos diz que a voltagem no gerador ¢ uma soma de voltagens produzidas por geradores
senoidais de diferentes frequéncias, amplitudes e fases, todos ligados em série. Em virtude do principio de
superposicdo, a resposta de um circuito ¢ a soma das respostas a cada um dos termos da série. A resposta
a cada termo da série pode ser calculada utilizando o formalismo de correntes complexas da secdo 2 e a
fungdo de transferéncia da segdo 4.1. Para isto, escrevemos as séries de Fourier do gerador (voltagem de
entrada) e de v (voltagem de saida) da seguinte forma

0 .
E(t)=€g. + . Re{sneﬂ’)”t}
n=l [7.7]
w .
V() =04+ Re{Vnefwnf},

n=l1

onde V, = Unej o, ¢ a amplitude complexa da componente de frequéncia ®, = nm. Lembrando o que
falamos na se¢do 4.1, a razdo entre as amplitudes das voltagens de saida e de entrada a uma frequéncia ®
¢ a fungdo de transferéncia do circuito, H(w); portanto V, = H(®, )€, e U,. =H(0)€,. . Temos entdo

que

o(t)= H(0)g g, + i Re{H(con )anef‘”nf} . [7.8]

n=l

Como exemplo deste tipo de analise, consideremos o filtro RC passa baixos (Figura 4.2) excitado por
uma onda quadrada, cuja expansao em série de Fourier estd apresentada na Figura 7.2-a. A fun¢do de

transferéncia deste circuito ¢ H(w)=1/(1+ jot), onde t = RC. Portanto, a voltagem no capacitor sera

2¢ o0 Jjo,t—jm/2
o) =g4+—2LRe| > [7.9]
T n=Limpar 1+ jo,t)n

O analise utilizando séries de Fourier pode decepcionar alguns alunos pois ¢ dificil intuir qual é o
resultado da soma infinita. Por exemplo, no caso particular da eq. 7.9, se T << 1 entdo para todos os
harmdnicos e a fundamental temos ®,t >> 1 e como consequéncia

€T i cos(nwr)

2 2
T T n=limpar n

v(t)=¢g, — [7.10]

que ndo diz muito além do que ja sabemos: os termos da série da voltagem de saida caem mais
rapidamente com # do que a os termos da fun¢do de entrada, como cabe esperar de um filtro passa baixos.
Mas se olharmos as séries de Fourier da Figura 7.2 e notarmos que —cos(nwf) = cos(nwt — m),
perceberemos que a eq. 7.10 coincide com a expansdo da uma onda triangular de amplitude pico-a-pico
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Vpp =€ppT /4t . Note que a onda triangular é proporcional a integral da onda quadrada. Como veremos

na se¢ao 7.1, o filtro RC passa baixos ¢ um circuito integrador para frequéncias altas (o >> 1/1).

Para as fungdes tipicas de um gerador de fung¢des (ondas quadrada, retangular, rampa e triangular) as
equacdes de Kirchoff de circuitos simples de uma malha podem ser resolvidas facilmente integrando uma
equacdo diferencial. Este procedimento leva a solu¢des analiticas mais faceis de analisar do que uma série
de Fourier. Como exemplos, vamos resolver a seguir alguns problemas simples, mas de grande
importancia pratica.

7.1  Circuito integrador

A Figura 7.3 mostra dois circuitos integradores. O integrador RC ¢ o mesmo que o filtro RC passa
baixos da secdo 3. O integrador RC ¢ caracterizado pela constante de tempo t = RC, em tanto que para o
integrador RL é T = L/R. Os dois circuitos sdo filtros passa baixos com a mesma frequéncia de corte 1/7.
Na pratica o circuito integrador RL € pouco utilizado pois os indutores sdo mais volumosos e caros que 0s
capacitores. Além disto, um capacitor € mais perto do ideal que um indutor, ja que ¢é dificil fabricar um
indutor com resisténcia série pequena. O integrador RL encontra aplica¢des apenas em frequéncias muito
altas (> 100 MHz).

Gﬂegrador RC \
T << T (t = T/40)
R O SR Y A B

()] C u(?)

1.
t=RC /

e

Integrador RL \
L
0999 5
£(?) R (1)
O

\_ t=LR - 0 72 T

Figura 7.3. Circuitos integradores RC e RL e resposta destes circuitos a uma onda quadrada de amplitude

pico-a-pico €, para os casos em que T ¢ muito menor, compardvel ou muito maior que 7 (as relagdes exatas
entre T e T para as quais as formas de onda foram calculadas estdo indicados entre paréntesis. Note, portanto,
que as escalas verticais ndo sdo as mesmas). (Veja o Exercicio 7.1)

Mostraremos aqui que para frequéncias altas (ou seja quando a voltagem de saida ¢ pequena
comparada com a de entrada) os circuitos da Figura 7.3 se comportam como integradores no seguinte
sentido: em qualquer intervalo de tempo de duragdo |¢ - t)| << T, a voltagem de saida ¢

oty = L[ e()dr+v(1y)| (|1—ty|<< 1) [7.11]

Vamos demonstrar a eq. 7.11 explicitamente para o circuito integrador RC, no caso do integrador RL
os passos da dedugdo sdo diferentes mas o resultado final é o mesmo. A equagao de malha do circuito RC
é
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&(t) = Ri(t) + (7). 7.12]

Como v(t)=¢q(t)/C e i=dq/dt, temos que i= C% ou Ri= ’C?. Portanto, a eq. 7.12 pode ser
t t

escrita como

8:1@+v. (exato) [7.13]
dt

Mas notemos que o circuito ¢ um filtro passa—baixos. Portanto, para frequéncias angulares 2nt/7 muito

maiores que wo = 1/t a voltagem de saida, v, ¢ muito menor que a de entrada, €. Da eq. 7.12 vemos que

o : , . _dv ,
esta condigdo implica Ri >> v. Assim, se T << 27t a eq. 7.13 é aproximadamente € = Ri = r; , ou seja
t

851%. (T << 2m1) [7.14]

Integrando a eq. 7.7 entre os instantes 7, e ¢ obtemos a eq. 7.11.

A eq. 7.13 ¢ valida no caso geral, mesmo se a condigdo 7 << T ndo ¢ satisfeita, e para os dois
circuitos da Figura 7.3. Essa equagdo pode ser integrada facilmente. O resultado exato ¢

—(t-t9)/x

v(t)=1 jfo e()e A + u(1y)e . (exato) [7.15]

A eq. 7.15 se transforma na eq. 7.11 se |t - | << 7, j& que nesse caso podemos aproximar por 1 as
duas exponenciais que aparecem na 7.15.

A Figura 7.3 ilustra a solucdo exata 7.15, valida tanto para o integrador RC como para o integrador
RL, no caso de uma onda de entrada quadrada. Note como a medida que o periodo diminui em relagdo a t
a solugdo se aproxima da integral 7.11.

Exercicio 7.1: Mostre por integragdo direta da eq. 7.15 que para uma onda quadrada de periodo 7,

£(r) = €min se0<1<T/2
e seT/2<t<T

max
a voltagem de saida nos dois circuitos da Figura 7.3 é

eTre  (1—e) se 0<1<T/2

Z}(t) _ Umin
Ve T g (1= T seT/2<t<T

max

onde Umax = Vae + Upp/2, Umin = Ve - Upyp/2, 5end0 Uy = Egc € Ty, = €, tanh(7/41) com €,, = Emax — Emin- Note que o valor de dc de
saida ¢ igual ao de entrada pois os circuitos da Figura 7.3 sdo filtros passa baixos. Note também que se Tt >> T (ou seja, quando os

circuitos integram) a voltagem de saida ¢ uma onda triangular com amplitude pico-a-pico v,, = €,,T/4t. Esta relagdo entre as
amplitudes pode ser utilizada para medir L ou C conhecendo R.

Exercicio 7.2: Utilizando a série de Fourier de uma fungdo periddica demonstre a eq. 7.11. Sugestdo: utilize o fato que

. t . .
e]mnt — jmn'[ 6'/0)”tdt+ejm"[0 .
i

7.2  Circuito diferenciador

A Figura 7.4 mostra dois circuitos diferenciadores. Os dois sao filtros passa altos. Os integradores e
diferenciadores sdo caracterizados pela constante de tempo T, que no caso do circuito RC vale T = RC, em
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tanto que para o circuito RL é t = L/R. Ao igual que no caso do integrador, o diferenciador RL ¢ pouco
utilizado, exceto a frequéncias muito altas.

Os circuitos da Figura 7.4 se comportam como diferenciadores se T << 7 no seguinte sentido: se €(¢)
“varia pouco” em qualquer intervalo de tempo de duracdo menor que 7, entdo a voltagem de saida ¢

dE(?)
dr |

/ Diferenciador RC \ -------

C

T o %, 0---\ T<< T(f = T/40)

&(?) R é v(t) [
o

k Tt=RC /
/ Diferenciador RL \

R
AW O

&(1) L

()=t (t<<T, &(f) lentamente variavel) [7.16]

v(f) t>> T (1 =407)

0080

k t=L/R ) j

Figura 7.4. Circuitos diferenciadores RC e RL e resposta destes circuitos a uma onda quadrada de amplitude

0 72 T

pico-a-pico €, para os casos em que T é muito menor, compardvel ou muito maior que 7 (as relagdes exatas
entre T e 7 para as quais as formas de onda foram calculadas estdo indicados entre paréntesis). (Veja o
Exercicio 7.3)

Vamos demonstrar a eq. 7.16 explicitamente para o circuito integrador RC, no caso do integrador RL
os passos da dedugdo sdo diferentes mas o resultado final é o mesmo. A equagao de malha do circuito RC
é

£(t)=q(t)/ C+0(t). [7.17]

Notando que o circuito € um filtro passa altos, para frequéncias 27/7T muito menores que m, = 1/1, a
voltagem de saida, v, ¢ muito menor que a de entrada, €. Portanto, se 7 << 2nt a eq. 7.17 pode ser escrita
aproximadamente como

exq/C. (T << 271) [7.18]

Tomando derivadas em ambos os lados na eq. 7.18 temos que

e 1dq

i
=~ —. T << 2mt 7.19
d Cdt C ( ) [ ]
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Como v(t) = Ri(¢) obtemos, finalmente,

de
v= RC—. (T << 277) [7.20]
dt
Dado que T =RC, a eq. 7.20 ¢ idéntica a 7.16.

No caso geral, mesmo ndo sendo lentamente variavel, a equagdo 7.17 ainda pode ser resolvida em
forma exata: derivando em ambos os membros da eq. 7.17 e usando v = Rdgq / dt obtemos

de dv v
—_— =, (exato) [7.21]
dt dt
que ¢ valida tanto para o diferenciador RC como RL. A solucdo exata da 7.21 ¢
deid iy , i/t
o(6) = é#e O g+ o0)e | (exato) [7.22]
t

A eq. 7.21 nos permite entender melhor as condigdes sob as quais a 7.16 ¢ valida e, em particular,
especificar melhor o que queremos dizer com “lentamente variavel”. Para que a 7.16 seja valida é
necessario que

do
dt

0

T

<<

b

ou, usando a 7.16,

de

d*| 1
dt

== 7.23
2% [7.23]

A relagdo 7.23 especifica matematicamente o significado de “lentamente variavel”.

A Figura 7.4 ilustra a solugdo exata 7.22 para o caso de uma onda de entrada quadrada. Note como a
medida que o periodo diminui em relagéo a 7, a solugdo se aproxima da derivada de € em todos os pontos
exceto nas transicoes em ¢ = 0 e ¢t = T/2. Nestes pontos especiais () varia muito e a relacdo aproximada
7.16 deixa de valer. A onda quadrada ideal, matematicamente falando, tem derivada infinita nesses
pontos. Nao devemos nos preocupar muito com isto ja que um gerador real ndo pode fazer transi¢Ges
descontinuas (a voltagem em qualquer indutancia parasita interna ao gerador seria infinita, o que
produziria um arco em qualquer material isolante). O aluno pode verificar no laboratorio —expandindo a
escala de tempo no osciloscopio— que as transi¢des de um gerador de onda quadrada tem tempos de
subida e descida ndo nulos. De todos modos, € facil ver da eq. 7.22 que a variagao Av que sofre v devida

a uma descontinuidade A€ em £(¢) é sempre (e ndo apenas no caso de onda quadrada)

Av=Ag. [7.24]

Podemos entender este resultado lembrando novamente que o circuito diferenciador ¢ um filtro passa
altos e que qualquer variagdo brusca tem um espectro de frequéncias muito altas. Portanto, as variagdes
bruscas passam pelo filtro sem serem atenuadas.

Utilizando este tipo de argumento o aluno pode mostrar que para um circuito diferenciador temos
sempre

vy, =0, [7.25]
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independentemente do valor dc de entrada.

E interessante discutir o comportamento dos circuitos integrador e diferenciador em termos da série
de Fourier do sinal de entrada (eq. 7.6). Para o integrador, se T >> T entdo ®,t >> 1 para todos os
harménicos, e o circuito integra todos os termos da série.

Por outro lado, para o diferenciador, se T << 7 ndo estd garantido que ®,t << 1. Neste caso, para que
o circuito diferencie corretamente ¢ necessario que as amplitudes dos termos de alta frequéncia sejam
despreziveis frente aos de baixa frequéncia; ou seja, € necessario que a série convirja rapidamente. Uma
propriedade geral das séries de Fourier (vide Apéndice B) é que quando temos descontinuidades, os
termos sucessivos da série caem lentamente (de fato, caem como 1/n) e o diferenciador ndo funcionara
bem nessas descontinuidades. Se £(¢) for continua mas com derivada descontinua (como por exemplo no
caso da onda triangular) os termos caem como 1/n%, e o diferenciador ja funciona um pouco melhor mas
ainda a saida ¢ uma fung@o continua (no caso de una onda triangular de entrada, a saida ndo ¢ exatamente
uma onda quadrada), sendo que na regido onde a derivada do sinal de entrada pula, a saida sobe ou desce
exponencialmente com tempo de subida ou de descida da ordem de t.

Exercicio 7.3: Mostre por integragio direta da eq. 7.22 que para uma onda quadrada de periodo 7,

&(t) = €max se 0<t<T/2,
€ se T/2<t<T

'min
a voltagem de saida nos dois circuitos da Figura 7.4 ¢

v e se0<t<T/2 ,
o(t) =

max
Vg T sel/2<t<T

onde Upay = €,, /(1 + e’m‘) € €, = Emax — Emin- Verifique também que a descontinuidade em ¢ = 7/2 satisfaz a eq. 7.24. Note que

a amplitude pico-a-pico de saida v,, = 20, tende ao valor 2€,, quando t/T — 0 e ao valor €,, quando /7 — .

Exercicio 7.4: Determine a voltagem de saida de um circuito diferenciador no caso de uma onda de entrada triangular.
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8. Transientes no circuito ressonante série

Na segoes 7.1 e 7.2 vimos exemplos de “transientes repetitivos” na resposta de circuitos RC
alimentados por uma onda quadrada. Uma onda quadrada pode ser pensada como duas baterias de

voltagens €n.x € Emn que sdo ligadas alternadamente em cada semiperiodo. Quando alimentamos um
circuito com um gerador de onda quadrada, apos cada transi¢do abrupta da onda quadrada o circuito exibe
a resposta transiente produzida quando ligamos uma bateria mas com condi¢des inicias determinadas por
como ficou o circuito no semiperiodo anterior. Estes transientes se repetem indefinidamente. Se ligarmos
uma bateria e a deixamos ligada para sempre, teremos um “transiente ndo repetitivo”. Os transientes ndo
repetitivos podem ser estudados no laboratdrio excitando o circuito com uma onda quadrada de periodo
muito maior que a constante de tempo do circuito. Como veremos nesta se¢do, os transientes nio
repetitivos tém grande importancia tedrica.

Vamos analisar aqui transientes ndo repetitivos em um circuito ressonante série produzidos
imediatamente ap6s ligar uma voltagem constante. O circuito esta representado na Figura 5.1 (pagina 23),

onde o gerador fornece uma forma de onda que vale 0 para # < 0 e uma constante, €,,, para ¢ positivo, ou
seja

E(t) =¢€,,u(?),

onde

0 0 set<0 8.1]
u(?) = .
1 set>0

¢ a assim chamada funcdo degrau ou fung¢do de Heaviside. A resposta de um circuito e, mais geralmente,
de qualquer sistema linear, a uma transi¢do abrupta ¢ uma caracteristica muito importante na teoria de
sistemas lineares e recebe o nome de “resposta a fun¢do degrau” (step function response).

A equagdo de malha do circuito RLC série ¢
d’q  dq
L—+R—+q/C=¢_u. [8.2]
2 ar g pp

onde ¢ = ¢(f) é a carga instantdnea no capacitor. A 8.2 ¢ uma equagfo diferencial de segundo grau e
portanto a solu¢do depende de duas condi¢des iniciais. No caso da fungdo degrau, onde a voltagem na
posicdo do gerador é zero para todo ¢ < 0, o capacitor ndo poderia estar carregado nem poderia estar
passando corrente em ¢ = 0. Portanto, as condigdes iniciais sdo

dgq

0)=0 i(0)=— =0. 8.3
q(0) e i0) atl [8.3]

A eq. 8.2 ¢ a equagdo de um oscilador harménico amortecido, onde a forma da solucdo depende do
fator de mérito do circuito Q (definido na segdo 5, eq. 5.7). Se O > 2 (oscilador subamortecido) a
solugdo, com as condigoes 8.3, é

q(t) = Cg ,,[1—e " (cos ot +Lsin w1)]], (0> 1) [8.4]

onde

w=wmyy1-1/40% , [8.5]
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t1=2L/R=20/w,, [8.6]
wo =1/JLC, Q=w,L/R. [8.7]

Se o fator de mérito Q > 2 entdo o circuito oscila com a “frequéncia natural de oscilagdo” . Note que ®
¢ sempre menor que a “frequéncia de ressonancia” ®,. As oscilagdes sdo amortecidas exponencialmente
com constante de tempo T.

Se o fator de mérito O < (oscilador sobreamortecido) entdo ® ¢ imaginario puro: ® = j3, onde

1
B=wy [——1, [8.8]
0 4Q2
e, podemos escrever a solu¢do da [8.2] como
q(t) = Ce ,,[1-e """ (cosh Bt +#smh BN (O<'%) [8.9]

No caso de amortecimento critico (Q = '2) temos ® = 0 e a solucdo da eq. 8.2 ¢

q(1)=Cep,[1-(1+1/1)e”"]| (0="1%) [8.10]

Exercicio 8.1: Mostre que a [8.4] representa a solugdo geral, ou seja, ¢ valida para qualquer valor de Q. (Sugestdo: para chegar a
[8.9] a partir da [8.4] utilize cos(jx) = cosh(x) e sinjx = jsinhx (vide apéndice A); para chegar a [8.10] ache o limite da eq. 8.4 para
® — 0 utilizando a regra de L"Hospital).

Uma vez determinada a carga, as voltagens sobre o resistor (Vz), o capacitor (V¢) e indutor (V) sdo
dadas por

VCZQ/C,

V= % . 8.11]
2

VL:Ld—g.
dt

A Tabela 8-1 mostra explicitamente o resultado das expressdes [8.11] nos trés casos de
amortecimento.
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Subamortecido Critico Sobreamortecido
(Q>%) (Q=%) Q<%)

V, : ;
= 1" {cos of + Smmt} 1-(+t/1)e™ 1—¢™'| cosh Bt+w
€pp ot T

V 2 0. 2 ..

—R = = e sinor 2t/ 1)e " = ¢ " sinh Bt
€ T Bt

14 _ in o?¢ i
—L = e !t {cos ot @ } (1-t/7)e " ¢~'*| cosh Bt—w
€pp ot T

o1 =/40% -1

0=0

Bt =+/1-40?

Exercicio 8.2: Demonstre cada uma das expressodes da Tabela 8-1.

Tabela 8-1. Voltagens transientes no capacitor, resistor e indutor para o circuito RLC série.

A Figura 8.1 mostra as voltagens sobre o resistor, capacitor e indutor nos trés casos de amortecimento
(sub-, sobreamortecido e amortecimento critico). E interessante notar que no caso de amortecimento
subcritico, o nimero de oscilagdes dentro de uma constante de tempo (ou seja t/7p, onde Ty = 2/wo) ¢, de
acordo com [8.6], O/m. Ou seja, O é © vezes o nimero de oscilagdes contadas dentro de uma constante de
tempo. Este fato ¢ muitas vezes utilizado no laboratério para estimar rapidamente o Q do circuito.

2
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Figura 8.1. Transientes no circuito RLC série para os casos de amortecimento subcritico (esquerda) e
amortecimentos critico (direita, QO = 0.5) e sobreamortecido (direita, Q = 0.3).

No caso de amortecimento subcritico a voltagem no capacitor oscila, excedendo a voltagem da fonte.
Em algumas aplicacdes estas oscilagdes sdo indesejaveis (por exemplo, no caso de instrumentos de
medig¢do, o instrumento fica oscilando e devemos esperar a sua estabiliza¢do) e se evitam aumentando o
valor da resisténcia até matar as oscilagoes (Q > '4). Como ilustra a Figura 8.1 (direita), para Q = ' o
capacitor se carrega em tempo minimo sem exceder a voltagem de entrada em nenhum instante. Outra
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caracteristica interessante do amortecimento critico em comparagdo com o caso sobreamortecido é que a
corrente (proporcional a voltagem sobre o resistor) ¢ um pulso de duragdo e amplitude minimas; e
representa, portanto, o caso de menor dissipagdo de poténcia.

Note na Figura 8.1 que a voltagem sobre o indutor ¢ sempre descontinua em ¢ = 0. Esta ¢ uma
caracteristica geral de todo circuito excitado por uma funcdo degrau: como a soma das voltagens sobre
todos os elementos do circuito série deve ser igual a voltagem da fonte, pelo menos uma das voltagens da
soma deve ser descontinua.

8.1 Estudos avancados

Todo curso basico de fisica experimental o/a aluno/a realiza uma experiéncia que consiste em
observar no osciloscopio os transientes do circuito ressonante RLC série. Geralmente os alunos
descobrem rapidamente as analogias entre esse circuito € o problema de um oscilador harménico com
amortecimento (mola com atrito), mas poucos percebem a importdncia do que realmente estdo
observando. As implicagdes desse experimento se aplicam n3o somente a circuitos € molas, mas a
qualquer sistema linear. Nos sistemas lineares existem relagdes gerais entre os transientes e o espectro.
Nesta se¢do discutimos estas relacgoes.

8.1.1 Resposta impulsiva e Resposta espectral

Consideremos a equacao para a corrente no circuito RLC série, que se obtém derivando em ambos os
lados da eq. 8.2:
d*  di d
L S +RE +i/C=¢,, " 8.12]
de?di dt

A derivada da funcgdo degrau vale zero em qualquer instante de tempo exceto em ¢ = 0, onde tem um
valor muito grande. Esta fungio'®, denotada com 8(7),

du
() =—, [8.13]
(®) 7
aparece em muitos problemas de Fisica e € chamada “fun¢do impulso” ou “delta de Dirac”. No Apéndice
C discutimos algumas propriedades desta importante fung@o. Utilizando as defini¢des 8.5 a 8.7 podemos
reescrever a 8.12 como

d*  2di €

L 28 =25, [8.14]

di?  tdt L

Os circuitos elétricos sdo muito utilizados para modelar outros sistemas fisicos lineares, tais como
molas, atomos, lasers e pontes. Na maioria das vezes ¢ mais facil montar circuitos elétricos ¢ medir
voltagens no laboratério do que montar molas, medir a posi¢do do elétron em um atomo, ou medir
oscilagdes de uma ponte. Os sistemas lineares sdo descritos por equacdes diferenciais como a 8.14. O
termo inomogéneo da equagdo que descreve o sistema se denomina excitagdo, € a solugdo da equagdo é a

resposta a essa excitagao.

Comparando a eq. 8.2 com a eq. 8.14 vemos que a voltagem sobre o capacitor, proporcional a carga,
representa a resposta a uma funcdo degrau, entanto que a voltagem no resistor, proporcional a corrente,

'8 Matematicamente falando, a delta de Dirac ndo é realmente uma funcéo pois o seu valor ndo estd definido em ¢ =
0. Nesse instante o seu valor ¢ um infinito muito especial e ¢ tal que a integral sobre qualquer intervalo de tempo que
contenha =0 ¢ 1. (Veja mais sobre isto no apéndice C).
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representa a resposta a uma funcdo impulso". Se utilizarmos um osciloscopio para observar a voltagem
sobre o capacitor, estaremos visualizando a resposta a um degrau, e se observamos a voltagem sobre o
resistor estaremos vendo a reposta a um impulso. A Figura 8.1 mostra o que observariamos na tela do
osciloscopio em cada caso.

A resposta a um impulso € a resposta a um degrau sdo obviamente equivalentes pois a corrente ¢ a
derivada da carga. Esta relacdo vale para qualquer sistema linear: a resposta a um impulso € proporcional
a derivada da resposta a um degrau. Qualquer uma delas pode ser utilizada para descrever completamente
as propriedades de um sistema linear e sdo, portanto, de grande importancia em fisica e engenharia.

Vimos na se¢do 4.1 que um circuito elétrico (e, mais geralmente falando, qualquer sistema linear) é
completamente caracterizado pela sua fungdo de transferéncia, ou resposta espectral. Agora estamos
afirmando que também é completamente caracterizado pela resposta a um impulso. A resposta espectral é
referida como uma descrigdo no “dominio da frequéncia” e a resposta a um impulso ¢ uma descri¢do no
“dominio do tempo”. As duas descri¢des sdo completamente equivalentes (demonstramos formalmente na
secdo 8.1.2 que a resposta em frequéncia ¢ a transformada de Fourier da resposta a um impulso), o que ¢é
razoavel ja que o espectro de um impulso contém todas as frequéncias. Em circuitos elétricos (e em
muitos outros casos de sistemas lineares) ¢ mais facil medir a resposta a um impulso do que a resposta
espectral.

8.1.2 Analise de transientes utilizando a Transformada de Fourier

Vimos na se¢do 7 que os transientes repetitivos podem ser analisados utilizando séries de Fourier. As
desvantagens desse método sdo que (a) somente se aplica a fungdes periddicas e (b) geralmente conduz a
expressoes que sdo séries de dificil interpretacdo. No caso de um gerador de fungdo arbitraria, mesmo se a
fun¢do ndo é periddica, podemos utilizar o método da transformada de Fourier.

A transformada de Fourier ¢ uma ferramenta poderosa de analise de circuitos e, em geral, de sistemas
lineares. E muito til em particular para analisar transientes ndo repetitivos em circuitos excitados com
geradores de pulsos.

Fungdes ndo necessariamente peridodicas podem ser representadas no dominio da frequéncia através
da integral de Fourier (vide Apéndice B)

V() =L [” V(w)e! do [8.15]
onde V(w) é a Transformada de Fourier de v(f), definida como

Viw)=[" v(e ™ dt. [8.16]

A fungio V(w) é chamado espectro continuo da fungdo v(?), e v(¢) é chamada a antitransformada de
Fourier de V(). Note que se v(¢) tem unidades de volts, a transformada tem unidades de V/Hz.

Para qualquer circuito linear de impedancia Z = Z(w) excitado por um gerador de voltagem £(¢) a
transformada de Fourier da corrente i(7) é simplesmente

[(®) = E(0)/ Z(0) = Y(0)E() 8.17]

onde E(w) ¢ a transformada de Fourier de €(¢) ¢ Y(®w) = 1/Z(®w) é a admitancia. Vemos entdo que o
formalismo da impedancia complexa pode ser empregado diretamente a qualquer circuito linear com
geradores de fungdes arbitrarias. Isto mostra o poder da transformada de Fourier.

19 . . . . - ~
A resposta a um impulso é também chamada, em muitos problemas de Fisica, fungdo de Green.
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A corrente real como fun¢do de tempo pode ser determinada pela antitransformada de Fourier da
8.17, que da o produto de convolugdo (Apéndice B)

i(t)=[" e(y(t—tdt,

onde y(¢) € a antitransformada de Fourier de Y(®).

Como vimos na secdo 4.1, podemos caracterizar um filtro através da funggo de transferéncia H(w). A
fungdo de transferéncia nos permite determinar a voltagem de saida de um filtro quando na entrada
colocamos um gerador de fun¢do arbitraria. Para isto calculamos primeiro a transformada de Fourier de
vt), V(®), e utilizamos

Vi(0) = H(o)V,(0), [8.18]
onde Vy(w) ¢ a transformada de Fourier de v,(¢). A seguir calculamos a antitransformada
V() =3 [" V(0 do=-[" H(o)V, (0)do. [8.19]

Em particular, se a voltagem de entrada tem um espectro independente da frequéncia, V.(®) = const.
= A, avoltagem de saida, v,(f), € proporcional a antitransformada da fung@o de transferéncia, A(?):

V()= A" H(w)e’'do=5-4h(). [8.20]
onde /(f) € a antitransformada de Fourier da funcdo de transferéncia:

h(t)=-L [ H(w)e! do. [8.21]

Note que H(w) é adimensional e A(¢) tem unidades de s™.

Se utilizarmos um gerador de frequéncia variavel e medirmos a amplitude e fase da voltagem de saida
como funcdo de ® mantendo a amplitude da voltagem de entrada constante, teremos uma medida da
funcdo de transferéncia. Esta serd uma tarefa demorada, pois deveremos mudar ® e medir V(®), mudar
® de novo e repetir a medida um grande ntimero de vezes até termos uma caracterizagdo completa do
filtro.

A eq. 8.19 sugere uma forma mais rapida de medir H(w): Para isso excitamos o filtro com um
gerador cuja voltagem seja a antitransformada de uma constante, ¢ medimos a forma de onda da
voltagem de saida uma sé vez na tela do osciloscopio. Facil!

Mas o que ¢ a antitransformada de uma constante? Como mostramos no apéndice B, essa fun¢o ¢ a
delta de Dirac. Se v (t) = A5(t), a sua transformada de Fourier sera

Vi(w)=A[" 3(t)e ' dt= A4,

ou seja, 0 seu espectro serd uma constante. Portanto, da 8.20, teremos que v (?) :ﬁAh(t), 0 que

demonstra que a resposta a um impulso é proporcional a antitransformada de Fourier da fungdo de
transferéncia. Isto significa o seguinte: se excitamos o circuito com um pulso elétrico de duragdo
infinitesimal (ou seja, excitamos com uma delta) entdo na tela do osciloscopio teremos uma fungdo do
tempo que € a resposta a um impulso. A transformada de Fourier dessa funcdo serd a funcdo de
transferéncia.

Como ja dizemos, no laboratorio é mais facil medir a resposta a um impulso do que a resposta
espectral e € por isto que os transientes s@o tdo importantes. Mas convenhamos que medir a resposta
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espectral ndo ¢ demasiado dificil. Os circuitos elétricos sdo privilegiados no sentido que ¢ facil medir as
coisas tanto no dominio do tempo como no dominio da frequéncia. Em contraposi¢ao, em optica ¢ mais
facil medir o espectro do que medir a reposta impulsiva. A dificuldade experimental € que o tempo que
caracteriza a relaxagdo € extremamente pequeno (femtossegundos) e deveriamos, entdo, utilizar pulsos de
luz de duracdo menor que esse tempo e algum instrumento (o equivalente do osciloscopio) capaz de medir
a resposta temporal com resolugdo de femtossegundos. Como consequéncia, quase tudo que sabemos das
propriedades opticas de materiais vém da espectroscopia.
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9. Transformadores

9.1 Generalidades

A corrente que circula pelo enrolamento primario, /,, produz um campo magnético na regido do
enrolamento secundario e, se o fluxo deste campo através do enrolamento secundario varia no tempo, se
induz uma forga eletromotriz (fem) proporcional a variagdo de corrente no primario (Figura 9.1)

dl,
SSZiME 5 [91]

& -

Figura 9.1. Voltagem no secundario de um transformador.

onde M ¢ a indutancia mutua.

Em geral, a indutdncia mutua ¢ dada por

M=kJL,L . [9.2]

onde L, e L sdo, respectivamente, as (auto-) indutancias dos enrolamentos primario e secundario, e k ¢

uma constante de proporcionalidade chamada fator de acoplamento. Se todas as linhas de campo
produzidas por /, atravessam (ou sdo concatenadas por) as espiras do enrolamento secundario, entdo k =

1; se nenhuma dessas linhas de campo ¢ concatenada pelo enrolamento secundario, entdo k£ = 0. Em geral
k € um numero entre 0 e 1. Um transformador com nucleo de alto valor de p (ferro, ferrites, etc.) tem
acoplamento maior que 95 % (k > 0.95), pois as linhas de campo sdo for¢adas a permanecer dentro do
nucleo. O simbolo de um transformador com nuicleo ¢ mostrado na fig. 9.2.

b

Figura 9.2. Simbolo de um transformador com niicleo de material ferroso.

Em baixas frequéncias (< 1kHz) o material mais utilizado para ntcleo de transformadores é o ferro
laminado. O formato laminado serve para minimizar as perdas por correntes de Foucault (as laminas sdo
envernizadas ou propositadamente oxidadas para isold-las eletricamente uma das outras). Para altas
frequéncias se utilizam ferrites ou outros materiais especiais.

Na eq. 9.1, o sinal da fem induzida no secundario vem determinado pelo sentido dos enrolamentos.
Quando necessario, esse sentido ¢ indicado com um ponto grosso (Figura 9.3): Se as correntes no
secundario e no primario saem ou entram ambas pelo ponto, o sinal é positivo, caso contrario o sinal é
negativo.
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o O o

dl dil

1 )4

P E = - M—= Ip £, .= +M _P

* dt s dt
< [
Figura 9.3. Convengao para o sinal da fem induzida no secundario.
As equagdes de malha dos circuitos primario e secundario (Figura 9.4) sdo:
V=1 pZ »t Vp
€ [9.3]

0=12Z -V,

onde V, e V; sdo as voltagens nos enrolamentos primario e secundario, respectivamente. Note que a

voltagem medida entre os terminais do enrolamento secundario ndo coincide em geral com a fem, pois

pode haver perdas.
z p
—

Figura 9.4. Correntes de malha nos circuitos primario e secundario.

9.2 Transformador ideal

Um transformador ideal tem acoplamento de 100 % (k = 1), é linear (ndo exibe saturacdo nem
histerese) e ndo tem perdas dhmicas. O fato de ndo termos perdas de acoplamento implica que o fluxo
magnético @ no primario € concatenado integralmente pelo circuito secundario, de modo que as voltagens
no transformador sao dadas por

do
Vo ="No
c
do
Ve=-N,—),
S S dt

onde N, e N; sdo, respectivamente, os numeros de voltas dos enrolamentos primario ¢ secundario. Temos

entdo que |Vi/V,| = NJ/N,. O fato de ndo termos perdas de nenhum tipo (nem de acoplamento nem
6hmicas) implica que toda a poténcia entregue ao primario ¢ transferida para o secundario:

\Volp| = |Vily.
Das equagdes acima temos, finalmente,

|Vi/ V| = |L/I| = Ny/N,,. (transformador ideal) [9.4]
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9.3 Alguns Tipos de Transformadores

Se N, < Ny, a voltagem no secundirio € maior que no primario e dizemos que temos um
transformador de alta (¢ se N, << N; temos um transformador de alta tensdo). Se N,, > N; temos um
transformador de baixa, que utilizam virtualmente todos os aparelhos para transformar os 110 volts de
linha em tensdes compativeis com os componentes eletronicos. Um transformador ideal pode ser ligado
ao contrario, invertendo os papéis de primario e secundario e, portanto, os adjetivos de baixa e alta.

Note-se que um transformador de baixa ¢ um amplificador de corrente. Antigamente os aparelhos de
som eram a valvulas (que operam como amplificadores de voltagem, mas fornecem baixas correntes). As
caixas de som sdo tipicamente de 8 (2 e exigem muita corrente. Por exemplo, um aparelho estéreo de 50
watts por canal implica em 2.5 ampéres. Os aparelhos de som a valvulas utilizavam um transformador de
saida para alimentar cada caixa com a corrente necessaria. (Os aparelhos de som modernos tém
transistores de saida, que operam como amplificadores de corrente podendo gerar correntes de dezenas de
amperes, e sdo mais baratos e compactos que os transformadores).

Se N, = N; as voltagens primaria e secundaria sdo iguais e temos um transformador de isolamento.
Os transformadores de isolamento sdo utilizados quando se deseja aterrar um ponto do circuito sem
alterar a tensdo de linha (€ perigosissimo e rigorosamente proibido aterrar um dos pontos da tomada). Em
quase todo transformador os enrolamentos estao isolados eletricamente, o que permite que um dos pontos
do secundario possa ser aterrado com seguranca.

Porém, cuidado! Nem todos os transformadores tém os enrolamentos isolados. Alguns
transformadores tém um Unico enrolamento (autotransformadores) com derivagdes para conectar os
circuitos primario e secundario.

Dois exemplos comuns de autotransformadores sdo o Variac (que fornece voltagem de saida variavel)
e a bobina de igni¢do (também chamada bobina de Rugowski) dos motores a explosao (ex., automoveis).
Estes estdo ilustrados na Figura 9.5.

A

Platinado

Y —N—

12V
1 D
o O =

Variac Bobina de ignicao

Vs (variavel)

Figura 9.5. Exemplos de autotransformadores: Variac e Bobina de Rugowski (Bobina de ignicdo de carros).

A bobina de igni¢do ¢ interessante pois ilustra um conceito diferente de funcionamento de um
transformador (vide Figura 9.5): normalmente o platinado estd fechado, deixando passar uma corrente
continua pelo primario, ,,. Esta corrente cria um campo magnético constante e ndo hd, portanto, voltagem
induzida no secundario. Neste periodo a bobina funciona apenas como um armazenador de energia
magnética. Quando o platinado abre (nos carros o platinado ¢ acionado pelo rofor, aquela peca que gira
dentro do distribuidor), a corrente no primario cai a zero bruscamente e se induz uma fem de alta
voltagem (tipicamente 30 kV) no secundario. O campo elétrico produzido na vela de igni¢do é maior que
a ruptura dielétrica do ar na cdmara de explosdo e se gera uma faisca com uma energia praticamente igual
a energia magnética armazenada previamente na bobina. Nos carros modernos a ignicdo € eletronica (ndo
tem platinado, utiliza-se um transistor para fazer o chaveamento) e a energia para a faisca ¢ armazenada
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na forma de campo elétrico em um capacitor. A Figura 9.6 mostra um esquema possivel de ignicdo
eletronica. Vocé pode explicar como funciona?

-V Vela de ignicdo

12V

>

>

4
17

T Chave a transistores

Figura 9.6. Esquema da ignigdo eletrénica.

9.4 Impedancia refletida

Para os efeitos de analisar a corrente no primario, o transformador ideal e a carga no secundario
podem ser substituidas por uma impedancia equivalente (Figura 9.7b). A impedancia vista desde o
primério, também chamada impedaincia refletida, é dada por Z'y = Vp/Ip = (Vp/VS)(IS/Ip)(VS/IS) =
(Np/Ng)* Zg , ou

Z'o=27Jda’, a=Ng/N, [9.5]

0 que mostra outra fungao do transformador como transformador de impedancias. Os transformadores de
impedancias sdo utilizados para casar impedancias em linhas de transmissdo (evitando assim reflexdes) e
nos casos que se deseja maxima transferéncia de poténcia de um circuito a outro. Um exemplo de
transformador cassador de impedéancias ¢ o utilizado para acoplar as antenas de TV, onde o sinal vem por
um cabo de 300 Q (no caso de fios paralelos) aos aparelhos de video, que utilizam cabos coaxiais de 75
Q.

Do mesmo modo, o gerador, a impedancia no primario e o transformador (ideal) podem ser
substituidos por uma fonte equivalente com fem (forca eletromotriz) €' = a€ e impedancia interna Z h= a
Z; no circuito secundario (Figura 9.7b).

ra
a) z
VF

& , )BE

Figura 9.7. a) Um transformador ideal com corrente passando no secundario; b) circuito equivalente com

¥,

impedancia do secundério refletida no primério Z'g = Zq/az; ¢) circuito equivalente com uma fem €' = a€ e

com a impedancia do primario refletida no secundario Z’p =q Zp'
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9.5 Transformador real

Com o secundario em circuito aberto (Z; = o) a corrente no secundario ¢ zero (/, = 0). Em um

transformador ideal a corrente no primario é também zero. Em um transformador real, porém, ha uma
corrente de magnetiza¢do no material do nucleo, além de perdas essencialmente 6hmicas por correntes de
Foucault e por histerese.

Analisemos primeiro o efeito da corrente de magnetizagdo, sem considerar perdas dhmicas. Se /; = 0,
a corrente no primdrio ¢ a corrente de magnetizagdo, /, = 1, ¢ as voltagens no secundario e primario
valem, respectivamente,

Vi=tjoMl,eV,=joLl, [9.6]

Podemos estimar a corrente de magnetizagdo usando a expressdo de L, para um solenoide de secdo
reta S e comprimento /: L = uN2S/I. Para { = 25 cm, S = 4 cm?, N,=400¢ material do ntcleo com p =
1000 p, temos uma indutdncia de, aproximadamente, L, = 1000x47mx10-7x4002x(4x104)/(25x10-%) =
300 mH. Quando ligado em 110 volts e 60 Hz, a corrente de magnetizagdo € de uns 97 mA.

O acoplamento imperfeito (k < 1) é devido a que néo todas as linhas de campo geradas pela corrente
no primario sdo concatenadas pelo enrolamento do secundario (e vice-versa). Isto pode ser levado em
consideragdo separando L, em duas induténcias em série: L, = kL, + (1-k)L,,, e analogamente, L, = kL +

(1-k)L,. As partes kL, e kL formam um transformador ideal sem perda de acoplamento e com a mesma
indutancia mutua que a do transformador real [ M = (kLp )(kL,) ]. As partes (1-k)L,, e (1=k)L, sao

indutancias em série representando os vazamentos de fluxo (Figura 9.8).

fa) N

z3zzzi
pasuzass
]
L]

Figura 9.8. a) Fluxo magnético em um transformador com perda de acoplamento. Algumas linhas de campo
ndo sdo concatenadas pelo enrolamento secundario. b) Circuito equivalente com um transformador ideal,
indutancias em série representando os vazamentos de fluxo magnético e uma indutancia kL, em paralelo no
circuito primario, por onde passa a corrente de magnetizacdo, 7, , quando o secundario estd em circuito
aberto (I, = 0).
Note que com /s = 0, a indutancia medida entre os terminais de entrada do transformador € ). Se
fizermos um curto-circuito no secundario (Vs = 0), a indutancia (1—k)L; aparecera refletida, no primario
. 2
do transformador ideal, em paralelo com kL, e, de acordo com a eq. [9.5], com valor (1-k)Lsa". A

indutancia medida entre os terminais de entrada neste caso é
2
kLp (I1-k)Lg/a
2
kLp +(1-k)L;/a

L,=(-k)L,+

Notando que as indutincias sdo proporcionais ao quadrado do nimero de voltas, Ly = asz ea
expressao acima se simplifica:
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L;D =(1- K> )Lp . (secundario em curto-circuito, V; = 0) [9.7]

Esta ¢ entdo a indutancia medida no primario com um curto-circuito no secundario. Assim, com duas
medidas da indutancia no primario (isto €, com o secundario em aberto e em curto) podemos determinar
experimentalmente o coeficiente de acoplamento £.

Perdas éhmicas: Notemos que a corrente de magnetizagdo estd 90° fora de fase em relagdo a
voltagem e, portanto, ndo dissipa poténcia. Se tocarmos um transformador ligado na tomada, com o
secundario em aberto, perceberemos, porém, que o transformador esquenta.

Isto € devido a trés fatores: (1) ao aquecimento do fio do enrolamento primario, que tem uma
resistividade ndo nula; (2) as correntes de Foucault (o material do nucleo também tem uma resistividade
ndo nula) e (3) a histerese da magnetizacdo. Os dois ultimos efeitos aquecem o nucleo. Além do calor, ao
tocar no transformador, muitas vezes percebemos também uma pequena vibragdo mecanica (e em certos
casos percebemos também um som de 60 Hz). Isto é devido ao efeito de magnetostri¢do, que tende a
contrair as espiras do enrolamento (e as laminas do nucleo) quando o campo magnético aumenta. Chapas
de ferro ou outro material magnético nas proximidades do transformador também podem vibrar pela agdo
do campo que vaza do nucleo. Todos esses efeitos produzem perdas de energia que podem ser

representadas por resistores.

Podemos representar a perda 6hmica no fio de cada enrolamento como uma resisténcia, r, e r,,
respectivamente em série com L, € Ls. As outras perdas (correntes de Foucault, histerese, etc.) sdo
geralmente pequenas e sdo representadas por um resistor grande, R;,, em paralelo com o transformador

ideal, como ilustrado na Figura 9.9. Geralmente, a frequéncia de operagao, R, pode ser ignorado.

Zp

Figura 9.9. Circuito equivalente, similar ao da Figura 9.8, mas com resisténcias em série representando as
resisténcias dos enrolamentos primario e secundario e uma resisténcia em paralelo, R,, representando a perda
de energia no nucleo. A corrente no circuito primario é /,, porém a corrente no primario do transformador
ideal ¢ al,.

O modelo de transformador real da Figura 9.9 ¢ as vezes chamado de “circuito equivalente
completo”, embora ndo leve em consideracdo as nao-linearidades e a dependéncia com a frequéncia dos
componentes. Mesmo assim, ¢ bastante util para entender as caracteristicas basicas de transformadores
reais. Por exemplo, no caso do secundario em aberto, fazendo Z, =0 e R, = oo,

Vy=(r,+jo Ly, ;=0)
e a poténcia média dissipada no enrolamento primario vale

'p
P=V,I,,cos¢=V,1I,

2L,
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Geralmente 7, <<(,0Lp e temos que P= Vplm " / a Lp . Vemos, entdo, que quanto maior € ®L,,

menor serd a perda 6hmica. Para uma dada frequéncia, a forma de diminuir as perdas é aumentar o valor
da indutancia. Esta ¢ a razdo pela qual os transformadores tém muitas voltas nos seus enrolamentos. Isto
explica também porque os transformadores das fontes de poténcia sdo volumosos.

As fontes de poténcia modernas (como as utilizadas nos microcomputadores), chamadas fontes
chaveadas, tem transformadores relativamente pequenos. O truque € que primeiro transformam os 60 Hz
da linha em uma frequéncia de 10 kHz ou mais (utilizando para isto um circuito de chaveamento... dai o
nome de fonte chaveada) e o transformador agora trabalha em alta frequéncia, onde L, pode ser pequeno

mantendo o produto ®L,, grande.
Em frequéncias muito altas (VHF, UHF, radiofreqiiéncias, etc.), a resisténcia do fio dos enrolamentos
aumenta (efeito pelicular) e a indutancia diminui, pois a permeabilidade magnética diminui. Porém, as

perdas no nucleo diminuem, pois 0 campo magnético € menor e ndo ha histerese. O efeito global ¢ que em
frequéncias muito altas as perdas diminuem. Por exemplo, um material de Ferro pode ter p = 1000 p, a

baixa frequéncia e, para uma frequéncia de 60 MHz, o mesmo material tem p = p,, ou seja, mil vezes

menor que a 60 Hz (de fato, a 60 MHz tanto faz um nucleo de ferro como de ar). Porém, a frequéncia ¢
um milhdo de vezes maior e, se o coeficiente acoplamento for o mesmo, o produto oL, sera mil vezes

maior a 60 MHz. Os transformadores de frequéncia muito alta sdo relativamente pequenos.

Histerese: A histerese do nucleo de um transformador pode ser observada experimentalmente com
ajuda do circuito da Figura 9.10a. Aqui a voltagem sobre R; € proporcional a corrente no primario (1, =

Vy/ R1) que, por sua vez, ¢ proporcional a campo magnético aplicado, H. No circuito secundario, R e C
formam um integrador (para frequéncias ' << 1/2nRC), de modo que a voltagem V), sobre o capacitor,

V() =['V,(tdr' | RC [9.8]

¢ proporcional ao campo de indugao magnética B.

\_ CH1200mV CH2 200mV XY )

Figura 9.10. a) Circuito para observar a curva de histerese de um transformador utilizando um osciloscopio
operando no modo XY. A voltagem sobre R,, proporcional 4 corrente no primario /, (¢ portanto ao campo
magnético aplicado H) ¢ ligada a entrada X do osciloscopio. R e C formam um integrador para frequéncias f
<< 1/2nRC. A voltagem sobre C (ligada a entrada Y) ¢ entdo proporcional a integral da fem induzida no
secundario (portanto proporcional ao campo de indugdo magnética B). b) Curva de histerese tipica observada
para f= 15 Hz. Neste exemplo a area da curva de histerese é aproximadamente 4 = (11 quadrinhos x 200 mV
x 200 mV) = 0.44 V2,

Ligando as voltagens ¥V, e V', a um osciloscopio operando no modo XY podemos visualizar o ciclo de
histerese, onde as grandezas nos eixos X e Y sdo proporcionais, respectivamente aos campos H ¢ B.
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Vejamos quais sdo os fatores de proporcionalidade, pelo menos de forma aproximada, assumindo que
esses campos sdo uniformes no nucleo do transformador.

O campo H devido a corrente no primario pode ser estimado utilizando a lei de Ampere
N,I,=$Hdl ~ H,

onde £ é o comprimento médio das linhas de campo no nucleo (Figura 9.11). Temos, entdo,
H = (Ny/Ril) V. [9.9]

Figura 9.11. Transformador, ilustrando o comprimento médio, ¢, ¢ a se¢do reta do ntcleo, S.

Na aproximagdo de campo uniforme, o fluxo pode ser escrito simplesmente como ® = BS, onde S ¢ a
area da se¢do reta do ntcleo (Figura 9.11), de modo que a voltagem no secundario

do dB
V.(t)=—N,—~—-N,S—,
50 Sodt 5 dt
e, substituindo na eq. [9.8], obtemos Vy (t)= N B(t)S / RC ou, finalmente, ignorando o sinal (que pode

ser escolhido trocando os terminais do primario ou do secundario),

B(t)~ (RC/ SNV, (8), [9.10]

A curva de histerese define duas grandezas importantes que caracterizam nucleos de transformadores:
o campo remanente B, ¢ a forga coercitiva H.. Se ndo ha corrente aplicada (Z, = 0) o nucleo pode ficar

com um capo permanente B,, tal como um ima. Para zerar esse campo magnético ¢ necessario aplicar um
campo H, no sentido oposto. Estas grandezas podem ser determinadas a partir de seus equivalentes V. e
V., na curva de histerese medida da Figura 9.10b.

A energia dissipada por ciclo de histerese para alinhar, desalinhar e realinhar os dominios magnéticos
do material do nticleo, pode ser escrita como

Uhis | Vol = § BdH .

Multiplicando pela frequéncia e pelo volume do nucleo (Vol = S€) obtemos a poténcia média dissipada,

Phiy=fSC$ BdH .
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Utilizando as relagdes [9.9] e [9.10] podemos expressar gSBdH em termos da area 4 = @Vyd V, da figura
de histerese observada na tela do osciloscépio. O resultado ¢é

i = NN g [9.11]
RINS

Note que nesta expressdo a poténcia ndo depende (explicitamente) das dimensdes do nicleo.
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10. Linhas de Transmissio?

Até agora neste curso temos estudado circuitos a baixas frequéncias, onde seus componentes
(resistores, indutores e capacitores) estdo concentrados em determinados pontos. Os condutores que
conectam esses elementos sdo ideais (sem impedancias parasitas) e ndo ha qualquer diferencga de potencial
entre dois pontos de um mesmo condutor. Em altas frequéncias os circuitos devem ser analisados como
circuitos de pardmetros distribuidos, em contraste com os circuitos de baixa frequéncia, também
chamados circuitos de pardmetros concentrados ou discretos. Para entender esta diferenga devemos
considerar primeiro o fato que os sinais elétricos se propagam de um ponto a outro de um circuito a
velocidade da luz. Um sinal elétrico a uma frequéncia (angular) o tem associado a ele um comprimento
de onda A = 2nc/m, onde ¢ € a velocidade da luz no meio. Se as dimensoes fisicas do circuito sdo maiores
ou comparaveis a A, entdo as voltagens instantaneas em dois pontos de um mesmo condutor podem ser
diferentes.

Para sinais de 60 Hz o comprimento de onda ¢ de aproximadamente 5000 km; portanto todos os
pontos da fiagdo da rede de energia elétrica de uma cidade estdo instantaneamente a0 mesmo potencial.
Por outro lado, para um computador operando a 300 MHz, temos A = 1 m; neste caso a diferenca de
potencial entre dois pontos de um mesmo fio ¢ apreciavel se a distancia entre eles for de apenas alguns
centimetros.

Nos casos em que a frequéncia ¢ suficientemente alta, de modo que os efeitos de propagacdo sejam
relevantes, as impedancias dos circuitos devem ser vistas como de pardmetros distribuidos. Por exemplo,
suponhamos um resistor de 3 Q feito com um arame de comprimento total de 30 cm; se a frequéncia for
de 1 GHz (A = 10 cm) um sinal que chega em um determinado instante de tempo ao inicio do arame, ndo
vera o fim do fio — ¢ “ndo sabera” que a resisténcia total do arame é de 3 Q — até que ndo chegue ao fim.
Em rigor, as impedancias estdo sempre espacialmente distribuidas e ¢ uma questdo da frequéncia ser
suficientemente elevada para que este fato venha a tona.

Nas redes de computadores mais comuns (Ethernet) a taxa de bits ¢ de 10 Mb/s ou mais®'. Cada bit
nessa taxa ¢ um pulso elétrico de 100 ns que ocupa aproximadamente 25 metros de cabo. A rede inteira
pode ter 100 m (cabo coaxial “fino”) ou até 500 m (cabo “grosso”). Claramente, nestas redes os efeitos de
propagacao sdo relevantes.

10.1 Impedancia caracteristica

Os cabos que ligam os computadores de uma rede local e os que ligam a antena de TV ao televisor
sdo exemplos de linhas de transmissdo. Qualquer par de condutores utilizado para transportar corrente de
alta frequéncia ¢ uma linha de transmiss@o. Devido a que os pardmetros estdo distribuidos (principalmente
a indutancia e a capacitancia por unidade de comprimento), existe uma relacdo entre a voltagem e a
corrente de um sinal elétrico viajando na linha, V' = Zy/, onde Z, é chamada impedancia caracteristica da
linha.

O cabo coaxial mais utilizado em laboratério ¢ o cabo RG-58U, que tem uma impeddncia
caracteristica de 50 Q. Isto significa o seguinte: A impedancia em alta frequéncia vista desde qualquer
ponto da linha (isto é, o quociente entre a voltagem e corrente viajando em uma mesma dire¢ao) &, por
defini¢do, a impeddncia caracteristica, que denotamos com Z.

Vamos relacionar Z, com os parametros distribuidos da linha. Para isto vamos supor que a linha nao
tem resisténcia distribuida, apenas indutancia e capacitiancia. Cada comprimento infinitesimal dx de uma

20 autor agradece a colaboragdo de Guilherme Rios (aluno de Engenharia de Computagdo, Unicamp, turma de
1997) na elaboragdo deste capitulo.

1A redes locais estio evoluindo rapidamente. No novo padrdo Fast Ethernet a taxa de bits ¢ de 100 Mb/s. Para
taxas mais elevadas, como no padrao Gigabit Ethernet (1.25 Gb/s), é necessario utilizar fibras opticas.
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linha de transmissdo tém associado a ele uma capacitancia ¢ uma indutancia (Figura 10.1). A impedancia
série desse comprimento ¢é

dZ = joLdx, [10.1]
onde L ¢ a indutancia por unidade de comprimento ¢ ® a frequéncia (angular). A admitancia em paralelo é
devida a capacitancia e pode ser escrita como

dY,= joCdx, [10.2]

onde C ¢ a capacidade da linha por unidade de comprimento.

Ldx

Cdx

T

-
dx

Figura 10.1. Linha de transmissdo formada por indutores e capacitores uniformemente distribuidos ao longo
do comprimento da linha.

Podemos calcular Z, com ajuda do circuito equivalente da Figura 10.2. Nessa figura substituimos a
linha menos um elemento de comprimento infinitesimal dx pela sua impedancia equivalente, Z;. A
impedancia vista quando incluimos o elemento dx é novamente Z,. Temos, portanto, que

Zo=dZ, +(dY,+ 1/Zy)", [10.3]
cuja solugdo é
ZO=%(sz + [z, +4dz, 1 dy, j [10.4]
dz,
o i
| |
Z ! dy, ! Z
0, : P U
| |
O— T
|t dx -

Figura 10.2. Circuito equivalente para o célculo da impedancia de uma linha de transmissdo. dZ; e dY, sdo,
respectivamente, a impedancia série e admitincia paralela de um elemento da linha de comprimento
infinitesimal dx.

Substituindo as eqs. 10.1 e 10.2 na eq. 10.4 e fazendo dx — 0 obtemos, no limite,

dz L
Zo= s = |2 | [10.5]
dy, \c
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Note que, na aproximac¢do de linha sem perdas, a impedancia caracteristica ndo depende da frequéncia.
Se incluirmos resisténcias série e paralelo para levar em considerac¢do a atenuagdo de sinais ao longo da
linha (vide secdo 10.5), veremos que a impedancia caracteristica depende ligeiramente da frequéncia.

10.2 Impedancia Caracteristica de um Cabo Coaxial

O exemplo tipico de linha de transmissdo é um cabo coaxial (Figura 10.3). A capacitincia e
indutancia por unidade de comprimento sao dadas por

C =2ne/In(b/a) [10.6]
e
L = (po/2m) In(b/a). [10.7]
Substituindo em (10.5) obtemos
Zo= (Lo/2me) In(b/a). [10.8]

Figura 10.3. Cabo coaxial. O condutor central (didmetro a) ¢ rodeado por um isolante de constante dielétrica
¢ e diametro b. Sobre o dielétrico tem um segundo condutor de blindagem de espessura fina (geralmente uma
malha) e, sobre este, uma camada plastica isolante para protecao.

No caso do cabo RG-58U as dimensodes do fio condutor interno e da malha s3o, respectivamente, a =
0.9 mm e b = 2.9 mm; o isolante € polietileno, com constante dielétrica € = 2.1, e, substituindo em (10.6-
10.8), obtemos L = 250 nH/m, C = 100 pF/m e Z, = 50 Q. O cabo RG-58 ¢ o mais utilizado em
instrumentacdo e redes de computadores.?

Exercicio 10.1: O cabo coaxial RG-59U (utilizado em TV a cabo) ¢ idéntico ao RG-58U exceto pelo didmetro da malha externa,
b=4.5 mm. Determine L, C ¢ Z,.

10.3 Coeficiente de Reflexao

As reflexdes em linhas de transmissdao de dados digitais produzem pulsos espurios que causam erros
nas redes de computadores. Para evitar reflexdes deve-se colocar um resistor de impedancia igual a Z,.
Neste caso a linha se diz “terminada”. Nesta se¢do vamos analisar o caso geral de uma linha terminada
com uma impedancia de valor arbitrario Zr. Quando um sinal elétrico atinge o fim de uma linha de
transmissao ele pode se refletir. A reflexdo de um sinal elétrico depende da impedancia encontrada, Z7.

2 Embora o cabo RG-58 pode ser utilizado em redes Ethernet, ele ndo ¢ recomendado. Os cabos coaxiais de 50 Q
especiais para Ethernet possuem blindagem dupla e capa plastica com baixa produgio de fumo durante um incéndio.
Geralmente o dielétrico ¢ de polietileno celular (e/ey = 1.64) e a capacitancia ¢ de 82 a 86 pF/m. O cabo Ethernet
fino, com atenuagdo de 4.6 dB/100m @ 10 MHz, ¢ usado para distancias de até¢ 100m. O cabo Ethernet grosso, com
1.7 dB/100m @ 10 MHz, pode ser usado até¢ 500 m.
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Figura 10.4. Linha de transmissdo terminada em uma impedancia Z7 e sinais elétricos viajando em dire¢des
opostas.

Consideremos entdo o caso em que enviamos um sinal na direcdo +x. Apds um tempo teremos
também um sinal viajando na dire¢do -x. Em geral, em qualquer ponto da linha, temos que a voltagem e a
corrente sdo dadas pela soma algébrica de duas ondas viajando em direg¢des opostas:

VvtV e I=I"-1" [10.9]

onde os supra-indices + ¢ — indicam sinais elétricos viajando nas dire¢des +x e —x, respectivamente. A
razdo entre as amplitudes destes dois sinais define o coeficiente de reflexdo

p=V/V*. [10.10]
Da propria definicdo de impedancia caracteristica temos que

Zo=V i1 =V /1, [10.11]
de modo que o coeficiente de reflexio pode ser escrito alternativamente como p=17"/I", ja que
I I vrt o1
AR A AN A4

No fim de uma linha terminada com uma impedancia Zz, temos

+ —
=L VAV g 1re [10.12]
I - I-p
Resolvendo a eq. 10.12 para p obtemos
Zr—27
p==L_Z0) [10.13]
ZT+Z0

Podemos ver da eq. 10.13 que, para uma linha terminada em um curto circuito (Z7 = 0) temos p = —1.
Isto pode ser entendido se pensamos que o sinal passa do “fio vivo” para o “neutro” e retorna,
efetivamente invertendo-se. No caso de circuito aberto (Zy = ) temos p = 1: o sinal volta pelo mesmo
fio, sem inversdo. Quando Zr = Z, temos p = 0, ou seja, nao ha sinal refletido. Neste caso a linha se diz
“terminada”. Podemos pensar que quando Zr = Z;, a impedancia Zy se comporta como uma “continuagdo”
da linha; ou seja, € equivalente a terminar a linha com outra linha idéntica e de comprimento infinito.
Neste caso tudo acontece como se o sinal nunca encontrasse o fim da linha de transmissao.

10.4 Propagacao de ondas em linhas de transmissao

E instrutivo mostrar que tanto a corrente como a voltagem que se propagam em uma linha satisfazem
uma equagdo de ondas. Consideremos uma linha alimentada por um gerador de frequéncia ®. A voltagem

(complexa) no ponto x da linha terda a forma V(x)e’® . Podemos construir a equagdo para V(x) do
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seguinte modo: no elemento diferencial dx (Figura 10.1), a queda de voltagem no indutor é jwLdxl,
portanto, escrevendo a voltagem em x + dx como V(x + dx) = V(x) + dV, temos que dV = —jwLdx] ou
dv

~o=—joLl. [10.14]
X

A corrente que passa pelo capacitor é (V' — dV)joCdx = VioCdx, portanto dI = —VjoCdx ou

L ——jocr . [10.15]
X

Derivando a (10.14) em relagdo a x novamente e usando a (10.15) obtemos

2
ar Z+m2LCV=0. [10.16]
dx

A corrente /(x) também satisfaz a eq. 10.16. Esta equagdo mostra diretamente que V' viaja como uma
onda. A solugdo geral de 10.16 é uma superposicdo de duas ondas contrapropagantes, da forma

V(x,t)=V*el (@K 4 = pi(otth) [10.17]
onde
k=aLC [10.18]

¢ a assim chamada constante de propagacdo. A velocidade de propagagao ¢

v=0/k=1/:JLC . [10.19]

No caso do cabo coaxial, substituindo as eqs. 10.6 e 10.7 em 10.18, obtemos que v=1/,/epny =c/n,
onde c ¢ a velocidade da luz no vacuo e n =./e/ g € o indice de refra¢do do isolante.

E interessante notar que a velocidade de propagacdo ¢ independente da frequéncia (uma linha de
transmissdo com esta propriedade se denomina linha ndo dispersiva)®™. Dado que um pulso é uma
superposicdo de ondas de diferentes frequéncias (transformada de Fourier), concluimos que, em linhas
ndo dispersivas, os pulsos elétricos se propagam sem deformacao.

10.5 Atenuacéao

No caso de linhas muito compridas ou frequéncias muito elevadas, a atenuagdo da linha deve ser
considerada. Se a linha tem uma resisténcia série » ¢ condutancia g por unidade de comprimento, entdo a
impedancia série e a admitancia paralela de um elemento de linha de comprimento dx sdo dadas por

dZ, = (r + joL)dx [10.20]

dY, =(g+ joC)dx . [10.21]

23 . , . - A . . . . - . . -,

Em rigor, o indice de refracdo depende da frequéncia. Mesmo assim, o conceito de linha ndo dispersiva ndo ¢ uma
utopia ja que, na pratica, a variagdo do indice de refracdo dos dielétricos utilizados em linhas de transmissdo, na
faixa de frequéncias necessaria para descrever pulsos elétricos de duracdo razoavel, é desprezivel.
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Neste caso, seguindo 0 mesmo argumento que nos levou a deduzir a eq. 10.5, obtemos que a impedancia
caracteristica ¢ complexa e depende da frequéncia segundo

Zo= 1oL [10.22]
g+ joC

Por outro lado, seguindo o mesmo argumento da secdo 10.4, obtemos uma constante de propagacao
complexa

k=\0?LC - rg — jo(Lg + rC), [10.23]

que pode ser escrita na forma
k=k'—ja/2. [10.24]

Em contraste com o caso sem perdas, a parte real de £ ndo ¢ mais proporcional a frequéncia e, portanto,
a linha se torna dispersiva; ou seja, a velocidade de propagacao depende da frequéncia. Em consequéncia,
os pulsos se deformam ao se propagarem na linha.

Da eq. 10.24 vemos que a amplitude de uma onda viajando na dire¢do +x cai exponencialmente com a
distancia devido ao fator e-0x/2, A poténcia transportada, sendo proporcional ao quadrado da amplitude da
onda, cai como e-ox. O coeficiente oo é chamado coeficiente de atenuagdo e geralmente é expresso em

unidades de decibéis por cada 100 m de cabo (o[dB/100m] = Ql[m"] 10° loge = 434 a[m"]). * Valores tipicos
para f= 10 MHz sdo de 1 a 10 dB/100m.

Fazendo r << oL e g << ®C obtemos, para o coeficiente de atenuagao,

az=r/Zy+gZy, [10.25]

onde Z, ¢ a impedancia caracteristica sem perdas (eq. 10.5).

Na maioria dos casos de interesse pratico, a condutancia g pode ser desprezada. O coeficiente de
atenuacdo ¢ entao

o =117, [10.26]

A eq. 10.26 indica que ha vantagem em utilizar linhas com impedéncia caracteristica grande, mas isto
implica quase sempre em cabos mais grossos.

A resisténcia série aumenta aproximadamente em forma proporcional a raiz quadrada da frequéncia
devido ao efeito pelicular (se¢do 6.1.1), o que limita grandemente o uso de linhas de transmissdo elétrica
para comunicacdo em altas taxas. Se um cabo de um determinado comprimento atenua 3 dB (50%) a 1
MHz, entdo a 100 MHz a atenuacdo sera aproximadamente 10 vezes maior, ou 13 dB. Com outras
palavras, 13 dB de perda significa que apenas 5 % da poténcia injetada é transmitida ao fim do cabo.

Cabos coaxiais e cabos de par trangado especiais podem ser utilizados até umas poucas centenas de
Mb/s em distancias menores que 100 m. Para taxas de dados mais altas e/ou distdncias mais longas, a
fibra optica € a unica tecnologia disponivel.

A atenuagdo de uma fibra optica de comunicagdo de dados ¢ menor que 1 dB/km, e ndo depende da
taxa. A capacidade de transmissdo das fibras opticas ¢ limitada por dispersdo, ndo por atenuagdo. Nas
redes locais de computadores (como no interior de um prédio) se utilizam fibras opticas chamadas
multimodo, que permitem taxas de uns poucos Gb/s (Gigabit/segundo) para distancias da ordem de 1 km.
Ja em telecomunicagdes de longa distancia se utilizam fibras chamadas monomodo, onde as perdas sdo da

£ comum em engenharia elétrica expressar o coeficiente de atenuagdo para a voltagem, o/2, em neppers/metro
(Np/m).
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ordem de 0.2 dB/km e possuem pouca dispersdo, permitindo enlaces de mais de 100 km a taxas de
dezenas de Gb/s por laser (centenas de lasers em diferentes comprimentos de onda podem ser
transmitidos simultaneamente em uma Unica fibra 6ptica, provendo assim uma taxa agregada de dezenas
de Tb/s). O aproveitamento da imensa largura de banda fornecida pelas fibra opticas é motivo de intensas
pesquisas em Fisica e Engenharia.
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APENDICES

A. A Férmula de Euler

A formula de Euler
e’ =cosx+ jsinx (A1)
pode ser demonstrada facilmente considerando a fungao
f(x)=cosx+ jsinx. (A.2)
A derivada de f'¢

d—=—sinx+jcosx=j(jsinx+cosx)=jf(x)
X

€ portanto

4 _

e =i (A.3)

ou

d—f=jdx.

f

Esta equacdo pode ser integrada facilmente e obtemos
In[ f(x)] = In[/(0)] = jx.
Mas de (A.2) ¢ f(0) =1 e, como In(1) = 0, temos
In[f ()] = jx= f(x) =€,
o0 que prova a féormula de Euler.

Se na (A.1) trocarmos x por —x, teremos e /¥ =cosx— jsinx e, combinando este resultado com
(A.1) temos as formulas

Jx —Jjx

coSX = % (A.4)
JX _ X

sin x =%. (A.5)

Note que na dedugdo ndo falamos nada sobre x ser real ou ndo. Portanto, as formulas A.1, A4 e A.5
sdo validas também para x complexo. Em particular, se escrevemos x = ju, entdo obtemos
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—u

. e
oS ju =

sin ju =

=coshu

e —e )
———=jsinhu.
2 J

(A.10)

(A.11)
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B. Série e Transformada de Fourier

Uma fungdo periddica com um niimero finito de descontinuidades no intervalo (-7/2,7/2) pode ser
representada como uma série de Fourier

() =3 ag + i a,, cos(2nf,,t) + b, sin(27f,t) (B.1)

n=l

onde f,=nf=n/Te

5 (T2
2 j_T |, 0()cos(2f, 1)t

T/2
by=2 j_T |, v(t)cos(2nf, 1)t

ay

(B.2)

Obviamente, o valor médio da func¢do (ou parte dc) é

Oge = 00/2

e a parte alternada ¢

o0
Vae () =D a, cos(w,1) + b, sin(w,1),
n=1
onde o, = 2xf,.
Se a fungdo ¢ impar [v(f) = -v(-f)] entdo os coeficientes a, se anulam ¢ a série vira uma série de senos.
Se a fung¢do € par [v(f) = v(-f)] entdo os coeficientes b, se anulam e temos uma série de co-senos. A parte

ac de algumas fungdes pode ser par ou impar dependendo da escolha da origem dos tempos. As ondas
triangular e quadrada sdo exemplos deste tipo de fungdes.

No caso geral (mesmo se a parte ac da fung@o ndo ¢ impar nem par) ainda podemos representar v(¢)
como uma série de co-senos defasados:

u(t) =7y + i v, cos(®,t+9,,) (B.3)

n=l1

onde o termo com frequéncia zero é Uy =V, €, paran=1,2, ...,

2 2
v, =+\a, +b;, (B.4)

¢, =tan"'(b, / a,)

Esta forma (B.3) de representar a série de Fourier tem a vantagem de que as amplitudes v, ndo
dependem da origem dos tempos. O conjunto dos coeficientes vz como fungdo de f, (n =0, 1, 2..) ¢
chamado espectro de poténcia (discreto) da funcao v.

Ainda outra forma de representar a série de Fourier ¢ através de coeficientes e exponenciais
complexas
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w .
o)=Y e’ (B.5)
n=—00
onde
T/2 _i
Cp == V(e Tl gy . (B.6)

O conjunto de coeficientes ¢, como func¢do de ®, € o espectro (discreto) da fungao v. O espectro de
uma func¢ao real é, em geral, complexo; mas € real se v(¢) ¢ real e par.

Note que a série B.5 inclui termos com “frequéncias negativas”, w_, = — ®,. Para uma funcdo v(¢)

%
real, temos c_, =c,,,

Co =09 =0y, (B7)
€
Cp =%vnej¢” . (B.8)

O analise espectral ¢é tal vez a ferramenta de analise de fungdes mais poderosa que existe. A maioria
dos grandes avangos cientificos dos ultimos dois séculos foram devidos as varias formas de
espectroscopia experimental.

Relacionar fungdes do tempo aos espectros correspondentes era antigamente uma tarefa ardua e
demorada mas se transformou em uma tarefa simples e corriqueira com a ajuda dos computadores. Os
programas de calculo cientifico para computadores incluem sempre um algoritmo muito eficiente de
calculo do espectro discreto de uma fung@o qualquer, chamado FFT (Fast Fourier Transform).

Um instrumento muito util em laboratorio de eletronica € o Analisador de Espectros, parecido a um
osciloscopio, mas que mostra na tela diretamente o espectro do sinal de entrada. Atualmente a maioria dos
osciloscopios digitais sdo também analisadores de espectro, ja que estes possuem um computador interno
que utilizam rotinas de FFT para calcular rapidamente o espectro discreto do sinal de entrada.

E interessante mostrar para o aluno como ¢é o espectro de duas fungdes particulares: uma fungéo
constante e uma co-senoide pura. No caso de uma fungio constante,

(1) = Ve,
temos
Cn = Vde Ono, (B.9)
onde d,,, € a assim chamada delta de Kroenecher, definida como
Om=0sen#m,e
O = 1.

Ou seja, o espectro discreto de uma constante € uma delta de Kroenecher na frequéncia zero (n = 0).
No caso de uma fun¢do co-seno,

v(f) = Vy cos(wt),

temos
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Cn :%V()(Snl +8n,—1) . (B.10)

Ou seja, o espectro discreto de uma fungdo co-seno puro tem duas deltas de Kroenecher, uma em o (n =
1) e outra em — (n = -1).

O interessante destes espectros contendo deltas de Kroenecher ¢ que eles facilitam o entendimento de
uma das fungdes mais uteis em fisica e engenharia: a delta de Dirac, discutida no Apéndice C.

As séries de Fourier ndo fazem sentido para fung¢des ndo periddicas. Fungdes nao periddicas podem
ser representadas no dominio da frequéncia através da integral de Fourier

o)=L [ V(e do (B.11)
onde V(w) ¢ a Transformada de Fourier de v(f), definida como
V(o) = jjo v(t)e /dr . (B.12)

A fungdo V() é o espectro continuo e |V(w)* é o espectro de poténcia da fungio v(f). A fungio v(f) é
a Transformada de Fourier Inversa ou Antitransformada de V(w). Um espectrometro 6ptico mede o
espectro de poténcia de uma fonte de luz.

Note que a transformada de Fourier se define para frequéncias positivas e negativas. Se v(f) ¢ real,
entdo

V(—0)=V"(®), (seov(t)éreal)

onde * indica o complexo conjugado.

Obviamente, a transformada de Fourier faz sentido se a integral B.12 existe. Nao vamos discutir aqui
as condigdes matematicas de sua existéncia.” Para algumas fungdes simples, tais como uma constante ou
um co-seno, a integral C.2 parece ndo existir.

Por exemplo, se v(f) = const. = v,., a B.12 parece ndo existir. Porém, olhando para a B.11, V(®) deve
ser tal que se anula para todo ® exceto em ® = 0 e que a sua integral deve valer 2nv,,.. Esta “funcdo” é

V(w)=2nv,.0(®), (B.13)
onde d(m), que “definimos” (veja o Apéndice C para uma defini¢do rigorosa) como
S(w)=-L[" e7/ar, (B.14)

¢ a assim chamada delta de Dirac. A eq. B.13 € o andlogo continuo do resultado (B.9) para o espectro
discreto.

Do mesmo modo, a transformada de Fourier de v(¢) = V; cos(mgt) parece ndo existir. Mas se notamos

que cos(wgr) = (e’ + ¢ /") /2 entdo

V((o)=nVO[6((o—(00)+6(c0+c00)]. (B.15)

Ou seja, o espectro de um co-seno puro com frequéncia m, contém uma delta em ® = @, e outra em ® =
—my. Isto se deve a que a transformada de Fourier é definida para frequéncias positivas e negativas.

> G.B. Arfken and H.J. Weber, Mathematical Methods for Physicists, 4™ ed., Academic Press, San Diego, 1995.
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Comparando a (B.15) com a (B.10), vemos que a delta de Dirac ¢ de certo modo analoga a delta de
Kroenecher no caso discreto.

A antitransformada de uma fung¢ao espectral constante é proporcional a delta de Dirac no dominio do
tempo:

3(0)=-L[" e/do. (B.16)

Em teoria de circuitos elétricos e, em geral, de sistemas lineares, ¢ importante conhecer a resposta a
um “impulso” ou resposta impulsiva, ou seja, a resposta de um circuito ou sistema linear a uma excitagdo
na forma de um pulso muito curto, idealmente representado como uma delta de Dirac no tempo:

u(t) = As(1), (B.17)
onde A é a “area do pulso” de excitagdo. As vezes a delta de Dirac como fungio do tempo ¢ chamada

também “fun¢@o impulsiva”. A transformada de Fourier do pulso B.17 € V(®) = A. Ou seja, o espectro da
delta ¢ uma constante: O espectro de um pulso muito curto contém todas as componentes de Fourier.

A antitransformada de Fourier de um produto de fungdes de ®

H(®)=F(0)G(w), (B.18)
onde F(®) e G(w) sdo, respectivamente, a transformada de Fourier de f{¥) e g(¢), ¢ dada por
woy=[" f)ge—t)dr'. (B.19)

Esta integral se conhece como produto de convolugdo de fe g. O contrario também ¢é verdade: se uma
funcao A(f) é o produto de convolucao de f{¢) com g(¢), entdo vale a B.18. Este resultado se conhece como
Teorema da Convolugdo ou Teorema de Faltung (que ndo ¢ o nome de nenhum matematico famoso; ¢
apenas uma palavra do alemao, que significa “dobra”).

Este teorema tem muitas aplicacdes. Em particular, a lei de Ohm generalizada para uma impedancia
Z(®) tem a forma V' (®) = Z(w)/(w)e, portanto,

o) =[" z2@ie—r)dr',  (V(0)=Z(@)(0)) (B.20)

onde z(f) ¢ a antitransformada da impedancia. A B.20 nos d4 a voltagem sobre Z para uma corrente i(t)
arbitraria (ndo necessariamente senoidal).

Outro exemplo ¢ a determinagdo da voltagem de saida de um filtro elétrico com fun¢do de
transferéncia H(®) para um sinal de entrada arbitrario v.(¢): dado que V(®)=H(w)V,(®), temos que

v, =" v, ("t —1)dr,

onde /(¢) € a antitransformada de H(®).
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C. Funcéao delta de Dirac

A fungdo delta de Dirac, d(x) € definida em termos de suas propriedades:
o(x)=0, (x#0), (C.1

[8(x0).f (x)dx = £(0). (C2)

onde f{x) € qualquer fun¢do bem comportada e o intervalo de integracao inclui a origem.

Como caso especial de C.2,

[8(x)dx=1. (C.3)

Note que em C.1 ndo definimos o valor da delta em x = 0, mas em C.2 definimos o que d(x) faz
dentro de uma integral. No sentido matematicamente estrito da palavra, a delta de Dirac ndo ¢é realmente
uma fun¢do porque nao esta definido o seu valor numérico em x = 0. Ndo é correto dizer “d(0) = 00”, ja
que ¢ um infinito muito especial: ¢ tal que a C.2 deve valer.

A delta de Dirac ¢ utilizada para expressar matematicamente uma excitagdo impulsiva, tal como a
forca de uma raquetada sobre uma bola de ténis, uma fonte pontual de luz, ou a densidade de carga de
uma particula pontual. A for¢a de uma raquetada aplicada no instante 1 = 0 é F(¢) = 5(¢)Ap, onde Ap ¢ a
variagdo de quantidade movimento da bola de ténis, e a densidade de carga de um elétron na posigdo
(vetor) r =0 ¢é p(r) = —ed(r) = —ed(x)d(y)4(2).

Como fung¢@o do tempo, a delta de Dirac ¢ muito conveniente para descrever a resposta de um sistema
a interagdes que acontecem em uma escala de tempo grande comparada com a duracdo da interagdo. Por
exemplo, em uma tacada numa bola de bilhar ou uma raquetada em uma bola ténis, a for¢a pode ser
representada como uma delta de Dirac ja que geralmente estamos interessados nos efeitos dessa forca
apods a interacdo. Se olharmos a interagdo em camara lenta, veremos deformagdes tanto na bola como no
taco de bilhar ou na raquete, responsaveis pela transferéncia de momento e energia, ¢ constataremos que
em nenhum instante a for¢a ¢ infinita ou descontinua. A delta de Dirac ¢ um artificio muito util para
descrever matematicamente a resposta impulsiva, seja porque ndo estamos interessados nos detalhes da
interagdo ou porque ndo dispomos de instrumentos com a resolugdo temporal necessaria para ver a forma
do pulso.

Do mesmo modo, uma estrela distante pode ser pensada como uma fonte de luz pontual, e
representada como uma delta, mesmo que, na realidade, a estrela em questdo possa ser muito maior que o
nosso Sol.

A delta de Dirac pode ser introduzida rigorosamente como o limite de uma sequéncia de funcdes (os
matemadticos chamam uma sucessdo de fun¢des como uma distribui¢do). Consideremos por exemplo
pulsos de duragdo 7/n e amplitude n/T:

5 (1) 0 selt|>T/2n (n=1.2...) (C.4)
= . n=1,2,... .
" n/T selt|<T/2n

Estes pulsos estdao mostrados na Fig. C-1 paran =1, 5 ¢ 20. Quando n — oo a duracdo tende a zero ¢ a

amplitude tende a infinito mantendo a “area” dos pulsos constante: EOOO d,()dt=1.
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Fig. C-1.Pulsos definidos na eq. C.4 para n = 1, 5 e 20. Para n muito grande teremos uma representagdo da

delta de Dirac.

A sucessdo de fungdes 8(7), d,(¢),... “tende” a delta de Dirac, no sentido que, para qualquer funcio
() bem comportada,

lim ,[5;1 ) f(t)dt=f(0). (C.5)
n—»0
No limite, ,(f) se comporta como a delta de Dirac e escrevemos
d(t)= lim §,(7). (C.6)
n—»0

A sequéncia (C.4) ndo € a unica que se comporta como uma delta no limite. Outras sequéncias de
fungdes que tendem a delta de Dirac s3o:

2.2

8,(x)= %e_” ¥, (gaussiana) (C.7)
Y

5,(x)= % ; (lorentziana) (C.8)

n(l+n°x")
8,(x)= % sech?nx ;  (secante hiperbdlica, sech x = 1/cosh x) (C.9
8, (x) = (sinc) (C.10)

fine
sn(x)zzl—njfnefx’dt; (C.11)

0 (x<0)
d,(x)= ; (exponencial de um lado s0) (C.12)
ne ™ (x>0)
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Ao longo de sua carreira, o/a aluno/a de fisica ou engenharia vera que estas fungdes aparecem em
muitos problemas. A gaussiana (C.7) e a lorentziana (C.8) aparecem, por exemplo, na espectroscopia
atdmica. A fungdo sinc (sincx = sin x/x) aparece na difracdo por uma fenda e no espectro de um pulso
quadrado. A secante hiperbdlica ao quadrado (C.9) ¢ utilizada para representar um pulso curto realista, ja
que como fun¢do do tempo (x = f) ¢ continua e decai exponencialmente com |¢| (¢ ha boas razdes para
esperar que isto aconteca no sinal elétrico produzido por um gerador de pulsos realista ou um pulso de luz
emitido por um laser).

E interessante notar que a transformada de Fourier do pulso quadrado (C.4) ¢ proporcional & funcio
sinc (C.10) e que a transformada da exponencial de um lado sé (C.12) ¢ proporcional a lorentziana (C.9).
Isto ndo ¢ casualidade: se uma sequéncia de fungdes representa a delta, entdo a sequéncia formada pelas
transformadas de Fourier também representa uma delta. A gaussiana e a sech (secante hiperbolica) ndo
fogem desta regra (a transformada de Fourier de uma gaussiana é uma gaussiana e a de uma sech ¢ uma
sech).

A C.11 ¢ essencialmente a transformada de Fourier de um sinal continuo:
__1 [® Jjot
Sw)=5-[ e/dr, (C.13)
ou a antitransformada de um espectro constante:
1 [* jot
3(n)=5" ¢/do. (C.14)

Muitas fungdes descontinuas podem ser representadas como “limite” de uma sequéncia de fungdes
continuas. Um exemplo importante € a fun¢do degrau ou fun¢ao de Heaviside

0 0 set<0 (C.15)
u(t) = , .
1 set>0

que pode ser representada como

u(t)= lim u,(¢),
n—»0

u, (t)= %[1 +tanh(nt)] . (C.16)

A C.17 é empregada na analise de circuitos excitados por um degrau realista, ja que ¢ impossivel no
laboratorio gerar uma forma de onda idealmente descontinua. A derivada de u, ,
du

2
7::% sech“nt =96,,(t). (C.17

¢ uma representacdo da delta de Dirac (veja a C.9) e escrevemos entio
du(t)

8()="=""" (C.18)

Ou seja, a derivada da fung@o degrau ¢ a delta de Dirac. A Fig. C-2 mostra as sequéncias C.16 ¢ C.17.
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a) b)

1 — ( . L

u,(x) = %[1 + tanh nx]

n
0,(x)=
08 = g 2 cosh? nx
7 —
06 — nN=20 6 —
5 —
n=20—»
0.4 4 —
3 - N=5
2
0.2 2 —
n=1
1 — \
O L O b L | L
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 1.0
X X

Fig. C-2. a) Representagdo da fungdo degrau como sucessdo tangentes hiperbolicas (eq. C.16) e b) da delta de
Dirac como sucessdo de secantes hiperbdlicas ao quadrado (eq. C.17). Para cada valor de n =1, 5 ¢ 20, a
fungdo em b) ¢ a derivada da fung@o correspondente em a).

Na C.15 ndo definimos o valor do degrau de Heaviside em ¢ = 0. Na sucessdo C.16 temos sempre
u,(0) = %, razdo pela qual algumas pessoas definem u(0) = Y.

A derivada da delta de Dirac, 8'(x), é definida em termos de suas propriedades:

d'(x)=0, (x#0), (C.19)

[8'(x) f(x)dx = £'(0). (C.20)

onde f{x) ¢ qualquer fun¢do bem comportada, continua e derivavel em x = 0, e a integral inclui a origem.
Como caso particular de C.20,

[8'(x)dx =0. (C.21)

E interessante ver qual ¢ a antitransformada de Fourier de uma impedancia. No caso de um resistor R,
temos Z(w) =R e

2= [" Z(w)e! do=R(t). (C.22)
No caso de um indutor é Z(®) =jolL e
_ A (® oty 1 Ao ot s
2t)=5-[" joLe’do=-1L . [ e/do=150). (C.23)

No caso de um capacitor ¢ Z(®) =1/ joC e



Apéndice C — Funcao Delta de Dirac 79

(=5 * Lef‘*”dmﬁ jfoo( [ ” ej‘””dm)dt’z% jfoos(z’)dte%u(t). (C.24)

T J—0 jolC —00

Nos trés casos (R, L e C) temos que z(¢) = 0 para ¢t < 0. Esta ¢ uma propriedade geral de um tipo
importante de sistemas lineares que representam sistemas fisicos: obedecem ao principio de causalidade.

Na lei de Ohm generalizada (eq. B.20) a voltagem no instante ¢ depende em geral da corrente i(#') em
todos os instantes anteriores a ¢, mas nao pode depender dos valores da corrente em tempos futuros: na eq.

B.20, deve ser z(+—t") = 0 para ¢' > ¢. Portanto,
z(t)=0 para ¢t <O0. (C.25)

Fungoes que satisfazem C.25 sdo chamadas funcoes causais.
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